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ОБЩИЕ МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ
Математика – одна из самых важных фундаментальных наук. В эпоху компьютеризации значительно расширяется область применения теоретической и прикладной математики. 
Методические указания ставят своей целью оказать помощь студентам заочной формы обучения в организации самостоятельной работы 
Обучающимся  экономических специальностей важно ориентироваться в современной экономической ситуации. Дисциплина «Математика» вносит свой вклад в формирование экономической грамотности. Поэтому в данные методические указания включены следующие темы
1. Дифференциальное и интегральное исчисление.
2. Финансовая математика.
3. Линейное программирование.
4. Задачи с экономическим содержанием.

Рабочий тематический план
	

Наименование разделов и тем
	Количество аудиторных часов очной формы обучения

	
	Всего
	В т.ч. практических

	Введение. Операции с действительными  числами. Уравнения, неравенства, системы.
	
2
	


	Раздел 1. Теория пределов
	4
	2

	Тема 1.1. Предел функции. Непрерывность функции.
	4
	2

	Раздел 2. Дифференциальное исчисление
	8
	4

	Тема 2.1. Производные функции
	4
	4

	Тема 2.2. Исследование функции с поиощью производной
	4
	2

	Раздел 3. Интегральное исчисление
	8
	4

	Тема 3.1. Неопределенный интеграл
	4
	2

	Тема 3.2. Определенный интеграл
	4
	2

	Раздел 4. Прикладные задачи
	18
	8

	Тема 4.1. Задачи на проценты
	6
	2

	Тема 4.2. Финансовая математика
	6
	4

	Тема 4.3. Линейное программирование. Задачи с экономическим содержанием
	6
	2

	Всего по дисциплине
	40
	18



Опыт показывает, что для успешного освоения наиболее трудных разделов математики  необходимо рассмотреть вспомогательные темы:
1. Числовые системы. Операции с числами.
2. Уравнения, неравенства, системы уравнений, системы неравенств.
3. Логарифмы и их свойства.
В зависимости  от общего уровня математической подготовки студентов эти темы можно изучить  на обзорном занятии или предложить на самостоятельное изучение по предложенному плану. Тему «Логарифмы и их свойства» целесообразно изучить перед изучением  темы «Финансовая математика».



Рекомендуемая литература
Основная
   1.   Башмаков М.И. Математика: учебник  для студ. учреждений сред. проф. образования-М.,2014.
   2.  Калашникова В.А. Методическое пособие : «Конспекты лекций по математике» -М.,2013.
   3. Яковлев Г.Н. Алгебра и начала анализа.(Математика для техникумов)  -  М.,2013.

Дополнительная 
   4. Гусев В.А., Григорьев С.Г., Иволгина С.В. Математика для профессий и специальностей социально-экономического профиля: учебник для студ.учреждений сред. проф. образования.—М.,2014
 
 Интернет-ресурсы:
http  :// www.  exponenta . Ru/ educate /system at /Kalashnikov/index/
http//lib. mexmat. ru/books/78472
   -www. coir. eddo.  run (Информационные, тренировочные и контрольные материалы).
   -www. school-collection. eddo .run (Единая коллекция цифровых образовательных ресурсов)














РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ 
КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ

В процессе изучения дисциплины «Математика» студенты должны выполнить одну контрольную работу. Данные методические указания содержат задания для контрольной работы.
Контрольная работа должна быть правильно оформлена. Она выполняется в отдельной  пронумерованной ученической тетради в 12 листов с полями в 3 см для заметок преподавателя. На обложку тетради необходимо приклеить титульный лист и указать номер шифра, фамилию, имя, отчество студента, специальность и дисциплину.
Работа должна быть выполнена аккуратно и разборчиво Нужно записывать номер и условие задачи. Решение задач целесообразно сопровождать краткими обоснованными комментариями. Используемые формулы нужно выделять отдельной строкой. Сделать вывод. Правильно использовать  сокращенные единицы измерения.
Контрольная работа должна быть выполнена в срок. Студенты, не имеющие зачет по контрольной работе, к зачету по дисциплине не допускаются. Работа, выполненная  не по своему варианту, не проверяется и возвращается  студенту без оценки.
Если в работе сделаны ошибки или имеют замечания преподавателя, студент обязан внести исправления.
Контрольная работа состоит из 10 вариантов. Номер варианта соответствует последней цифре шифра студента. Цифре 0 соответствует номер варианта 10.
Номера контрольных заданий состоят из трех чисел, разделенных точками. Первое число соответствует номеру раздела, второе – номеру тема, третье – порядковому номеру задачи.

Варианты и задания для контрольных работ
	Вариант
	Номера задач

	1
	0.1.4
	0.2.1
	0.3.9
	0.4.2
	0.5.3
	1.1.2
	2.2
	3.3
	4.2.1
	4.2.20
	4.3.2

	2
	0.1.9
	0.2.9
	0.3.8
	0.4.7
	0.5.8
	1.11
	2.3
	3.4
	4.2.2
	4.2.19
	4.31

	3
	0.1.3
	0.2.8
	0.3.7
	0.4.4
	0.5.2
	1.14
	2.4
	3.10
	4.2.3
	4.2.18
	4.3.3

	4
	0.1.6
	0.2.7
	0.3.6
	0.4.9
	0.5.10
	1.13
	2.6
	3.9
	4.2.4
	4.2.17
	4.3.5

	5
	0.1.1
	0.2.6
	0.3.10
	0.4.1
	0.55.
	1.15
	2.1
	3.8
	4.2.5
	4.2.16
	4.3.4

	6
	Ю1.8
	0.2.5
	0.3.2
	0.4.6
	0.5.7
	1.16
	2.10
	3.7
	4.2.10
	4.2.11
	4.3.1

	7
	0.1.10
	0.2.10
	0.3.5
	0.4.10
	0.5.1
	1.18
	2.9
	3.6
	4.2.9
	4.2.12
	4.3.2

	8
	0.1.2
	0.2.3
	0.3.1
	0.4.5
	0.5.9
	1.17
	2.8
	3.5
	4.2.8
	4.2.13
	4.3.3

	9
	0.1.7
	0.2.4
	0.3.4
	0.4.8
	0.5.6
	1.110
	2.7
	3.1
	4.2.7
	4.2.14
	4.3.4

	10
	0.1.5
	0.2.2
	0.3.2
	0.4.3
	0.5.4
	1.91
	2.5
	3.2
	4.2.6
	4.2.15
	4.3.5







УЧЕБНОЕ ЗАДАНИЕ
Введение. 

Операции с действительными числами. 
Уравнения. Неравенства. Системы.

Студент должен иметь представление
	- 	о роли и месте знаний по дисциплине в процессе освоения основной профессиональной образовательной программы по специальности;
знать:
- 		свойства действительных чисел:
-		свойства дробей;
-		свойства степеней;
-		методы решения систем уравнений;
уметь:
-		производить вычисления с дробями, степенями;
-		решать линейные и квадратные уравнения;
-		решать системы линейных уравнений;
- 		решать линейные неравенства;
-		решать системы линейные неравенства.

Предмет и задачи курса. Применение математики в экономике. Структура предмета. Обзор изучаемых тем и их значение в формировании экономической грамотности и качеств, необходимые специалистам данной профессии. Математика и научно-технический прогресс. Математика и современная вычислительная техника, программирование, экономическая информатика.


Методические указания

Студентам следует освоить операции с действительными числами и их свойствами. Самостоятельно изучить вопросы:
1.  Система действительных чисел.
2.  Числовая прямая.
3.  Операции с дробями.
4.  Операции со степенями.
Особое внимание следует уделить свойствам дробей и степеней. Самостоятельно изучить вопросы.
1. Линейные уравнения.
2. Квадратные уравнения.
3. Уравнения обратной пропорциональности
4. Линейные неравенства от одной переменной.
5. Системы линейных уравнений. Метод подстановки. Метод исключения переменной. Графический способ решения систем линейных уравнений.
6. Системы линейных неравенств.








Задания для контрольной работы
1) Вычислить:

	0.1.1 

  3:2×5×7
0.1.2 

  (152 - 148)×5×9,3
0.1.3 



  27×81 ×()-
0.1.4 


  (:) × 
0.1.5   (265 × 210 ) : (136 × 84 )
          
2)  Решить уравнения

0.2.1     4 – 2х = 2 + 5х 
           (3х  -  4)(2х  -  3) + 3 = 0

0.2.2     2  -  3(х  -  2)  =  -7(1  +  х)   


               =  

0.2.3     7  -  3(х  -  1) = 4х  +  5
            3х2  +  2х  -  3 = 0 

0.2.4     5х  +  2 = 3  -  4(1  -  х)


             = 

0.2.5     5  -  2х = 8  +  4(2  +  х)
             5(х  +  2)(х  -  1) = 4  +  х


3) Решить неравенство:

0.3.1     9х  -  2(1  -  х) <  0

0.5.2     6х  >  2  -  (1  -  3х)

0.3.3     4х  +  2  ≥  2  -  (3  -  5х)

0.5.4     4(1  -  х)  -  3(2х  +  1)  < 5(1  -  х)

0.3.5     3х  ≤  2  -  х





4) Решить систему уравнений:

0.4.1         6х  +  у  =  1
                 5х  +  3у  =  4

0.4.2        6х  +  2у  =  1
                3х  -  у  =  0

0.4.3        х  -  3у  =  5
                5х  +  у  =  0

0.4.4        4х  +  2  =  5у  -  х
                У  +  5  =  х  -  2

0.4.5        0,2х  -  0,6у  =  0,4
                х  +  2у  =  1





5) Решить систему неравенств:

0.5.1        6х  +  8  ≤  4
                8  +  3х  >  2(х  +  5)  -  3

0.5.2       х  +  5(1  -  х)   >  2х  +  1
              3(1  -  2х)  -  х  ≥  3х  -  2(1  -  х)

0.5.3      х  +  1  <  0
              8  -  4х  ≤  5

0.5.4      5х  -  8  ≥  2х  +  1
               х  >  0

0.5.5      2х  -  4  <  3х  +  1
              2  -  х  <  х


	0.1.6 


  2,5×1 - 4,5:1
0.1.7 
  32 - 
0.1.8 


   (333 × 4) × ( × )
0.1.9 
   9 × 3-2 + 4 × ()-2
0.1.10    3×2 6  - 8 × 4 2 +5 × 82



0.2.6     2х  -  1 = 3  -  5х
     х2  -  3х  +  1  =  2х  +  3х  +  2 

0.2.7     3(х  -  1)  -  2(3  -  х) = 5


     = 

0.2.8      3х  +  5 = 4  -  (2  -  4х) 
     5х  +  1=3  +2х × (4  -  2х)

0.2.9       6  -  (х  +  4) = 3(4х  +  3)  -  5
      х2  +  х = 3(1  +  х)   (2х  -  2)

0.2.10        2х = 2(1  +  х)  -  10


        = 




0.3.6          6(3  -  2х)  +  4(2  +  х ) ≥ 5х

0.3.7          3х  -  4(5  +  х) > 2

0.3.8          5  -  2(3  +  2х) ≥ 1  +  х

0.3.9          1  -  2х  ≤  5

0.3.10        4(х  -  5)  ≤  2х  +  6(3х  -  2)











0.4.6         х  -  у  =  



                 х  +  у  =  

0.4.7          5х  +  10у  =  х  +  8
                  4х   -  12у  =  50  -  у

0.4.8          х  -  у  =  3
                  2х  -  1  =  1

0.4.9          3х  -  у  =  4
                  2х  -  у  =  3

0.4.10       5х  -  у  =  3



                  х  +  у  =  



0.5.6         6х  +  8  >  4
                 8  +  3х  >  2(х  +  5)  +  1

0.5.7         5х  >  0
                 4(1  -  х)   +   2(3х  -  2)  ≥  0    

0.5.8         2х  +  4  ≥  2(х  -  5)  -  1
                 3(х  +  1)  >  4  +  (х  -  1)

0.5.9         6х  -  6  <  5х  -  1
                 1  -  5(1  -  х)  ≤  2(1  +  3х)

0.5.10       3х  -  5х  >  х  -  4
                  х  +  5(1  -  х)  >  3х  +  1  














РАЗДЕЛ 1   Теория  пределов
Предел функции. Непрерывность функции.
Студент должен иметь представление:
-		об условиях существования пределов;
-		о приближенном вычислении числа  e;
-		о двух замечательных пределах;
знать:
-		символику и определение предела функции (в точке, на бесконечности);
-		теоремы о пределах;
-		определение непрерывности функции (в точке, на промежутках);
-		свойства непрерывности функции;
-		точки  разрыва функции;
уметь:
-		вычислять несложные пределы элементарных функций.	

Методические указания
Предел функции.  Число  b  называется  пределом функции    при  х, стремящемся к  a, если для любого положительного числа Е существует такой открытый интервал, содержащий точку  a,  что всюду внутри его за исключением , может быть, самой точки  a будет выполняться неравенство

│   -  b │  <  Е.

Это число обозначается         =  b.

Теоремы о пределах функции
1.    =  с,   где  с – постоянная
2.   )   =  с 
3.   =    ±  
4.   =    ×  
5.   =    :  ,   где   ≠ 0  

Пример. Найти предел функции:
1.   =  =    =  =   =    =  1,5
2.  ,  если  х = 3  ,  то   знаменатель   х2   - 5х  +  6 = 0, поэтому вначале нужно сократить дробь .
Для этого числитель и знаменатель представим в виде произведения алгебраических выражений.
Воспользуемся тем, что для квадратного уравнения верно равенство:
ах2 + вх +с = а(х – х1)(х – х2),
где  х1,х2 – решения квадратного уравнения  ах2 + вх +с = 0,  тогда
. = . =  , значит   =  = 4



3.  ,		 если  х = 0,  то    = 0. Кроме того, сократить дробь    не представляется возможным. Поэтому необходимо избавиться от иррациональности в знаменателе.   =   =  = 
,  тогда
  =  =  1  +  1  =  2.
Замечательные пределы. Рассмотрим некоторые пределы функций, которые имеют большое применение как в теоретической, так и прикладной математике.
1.  =  е,  где  е = 2,7  
2.   =  0
3.   =  1
4.   = 1
Пример.  Найти пределы:
1.    =   =  = 0

2. 

Умножим числитель и знаменатель дроби на  3:          =    
Произведем замену переменной. Обозначим  3х через у. Очевидно, что при  х0,  то и  3х0. Значит,  у0.   Тогда 
 =  =   = 3   = 3  1  =  3

3.   ,    где  m , n  -  постоянные,   n  
Аналогично предыдущему примеру имеем:         =     =    
Произведем замену переменной. Обозначим  mх через у. Очевидно, что при  х0,  то и  mх0. Значит,  у0.   Тогда 
 =   =    =    =   1  =   
Непрерывность функции.  Функция   ,   где  х  ( а ; в ) называется непрерывной в точке   х0   ( а ; в ), если     существует и выполняется равенство:   
 =,
Непрерывность функции    в точке   х0    означает выполнение условий; 
-		функция должна быть определена       в точке   х0  ;
-		у   функции  ) должен существовать предел  в точке   х0  ;
-		предел функции    в точке   х0    совпадает со значением функции в этой    точке.
Функция называется непрерывной на интервале ( а ; в ), если она непрерывна в каждой точке интервала. Функция называется непрерывной на отрезке  (а  х  в ), если она непрерывна на интервале ( а ; в )  (а  х  в ), непрерывна справа в точке а  и непрерывна слева точке в.
Свойства непрерывных функций. Пусть   ; - непрерывные в точке х0 , то
1. Функция       =   +   будет непрерывна в точке   х0 .
2. Функция       =      будет непрерывна в точке   х0 .
3. Функция       =    :   будет непрерывна в точке   х0 ., если   0.
4. Многочлен   = а0 хn + а1 хn-1 +  + аn-1 х + а0 есть функция, непрерывная на всей числовой прямой.
5. Любая рациональная  функция   =  , где P(x), Q(x) – многочлены, непрерывны в каждой точке своей области  определения.
6. Если функция    непрерывна на отрезке  (а  х  в ) и на концах его принимает значения разных знаков, то внутри отрезка найдется хотя бы одна точка х0 , при которой   = 0.
7. Если функция    непрерывна на отрезке  (а  х  в), то среди значений, принимаемых на этом отрезке, существуют наибольшее и наименьшее значения функции. При этом функция принимает все значения  между наибольшим и наименьшим значениями.
Точки разрыва функции. Если функция  непрерывна в точке х0 ,  точка х0 называется точкой не5прерывности функции . В противном случае, т.е. когда предел функции    не существует в точке х0, или существует, но не равен  ,  функция  называется разрывной в точке х0, а точка х0 – точкой разрыва функции .
Пример. Исследовать на непрерывность  в точке х=3 функции:
1. )   =   х 2  - 4 х
Функция определена в точке х=3 и  =  32 - 43 = -3.
Вычислим предел функции  в точке х=3.  =  32 – 12= .
Таким образом   = .
Значит функция ) непрерывна в точке 3.
2. )   =     
Функция не определена в точке х = 3, т.к. )  =  =  .
Таким образом, функция не является непрерывной в точке х=3. И это значение  ( х = 3 ) является точкой разрыва.

Задания для контрольной работы
Найти пределы.
	
	

	1.1.1   


1.1.2 

1.1.3 

1.1.4 


1.1.5 


1.1.6 


1.1.7 


1.1.8 

1.1.9 

1.1.10 

	



















РАЗДЕЛ 2.
Дифференциальное исчисление
2.1.  Производные функции.

Студент должен иметь представление:
-		о производной сложной функции;
-		о второй производной и производной высших порядков;
знать:
-		символику и определение производной, второй производной, и производных высших порядков;
-		табличные значения производных элементарных функций, в т.ч. обратных тригонометрических функций:
-		правила дифференцирования функций;
уметь:
-		находить производную сложной функции;
-		находить дифференциал функции
-		находить вторую производную т производные высших порядков;
-		дифференцировать элементарные функции.

Методические указания
Понятие производной является одним из фундаментальных понятий математики.
Пусть функция  у =   определена на некотором интервале х. Зададим фиксированное значение аргумента х0. Этому значению соответствует значение функции                 у =. (см. рис. 1 ). Придадим значению х0 приращение Δх и получим новое значение аргумента  х0 + Δх. Этому значению соответствует значение функции  ,=   +  Δх, т.е. функция получит приращение
Δу = ) - .   
Тогда предел отношения приращения функции  Δу к вызвавшему его приращению аргумента  Δх при стремлении Δх к нулю, т.е.
 = , 
Называется производной функции у =  в точке х0 и обозначается . Таким      образом , 
. =  .
Операция определения производной называется дифференцированием.
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Формулы дифференцирования.
В приведенных ниже формулах введены следующие обозначения:
 ; ;   -  функции от аргумента  х:     =   ;    =  (х);    =  (х):            a, n  - постоянные .

	1. а' = 0

2. х' = 0

3. ( ±   )' =     ±    

4. ( а )' = а '

5. (    )' =       +      

6. ( ) =      

7. (     ) = n

8. ( )' = - 

	9.   (  )' =

10.   (   )' = cosx

11.   (    )' = - sinx

12.    (   )' = 

13.    ( ctgx )' = -

14.    ( )' =

15.    (  )' =   

16.    ( )' = 

17.    (   )' =  , при а>0; а ≠ 1.



               
Необходимо рассмотреть дифференцирования сложной функции.
Если  у =   ;   =  - дифференцируемые функции, то производная сложной функции существует и будет равна:
  =    .
Пример 1.Найти производные функции:
1.  у = 10
 у' =  10' = 0
2. у = 8 – х
у =( 8 – х)' = 8' - х' = 0 – 1 = -1
3. у = 15х
 у' =  (15х) ' = 15 х' = 151 = 15
4. у  =  
 у' =  () ' = 7 
5. у =  3 - 4х + 5 
 у' =  (3 - 4х + 5)' = ( 3)' – (4х)' + 5' = 3()' – 4х' + 0 = 3 2х – 4 1 = 6х – 4
6. у = 
у' = (  )' = =  =  =
=  = 
7. у = 
Это сложная функция с промежуточным аргументом sinx, поэтому
8. у' = ( )'=  2  ( )' = 2  .
Т.к. при вычислении сложной функции довольно часто возникаю трудности, то можно свойства производных (начиная с номера7) переформулировать для сложных функций и пользоваться ими:
7. 	()' = n  
8. 	( )'  =    ,    и т.д.
Вторая производная. Производная функции  у =   является некоторой функцией от х. Если от полученной при вычислении производной функции вычислить производную, то получим производную второго порядка или вторую производную, т.е.:
  = ( )' ,
    -  вторая производная.
Аналогичным образом находят производные более высоких порядков.
Пример 2. Найти вторую производную функции:
У =  -  + 
Сначала находим первую производную функции
У" = ( -  + )' = 5 -  +3 
Далее продифференцируем  полученное выражение еще раз
У "= (5 -  +3 )' =  -  +6 х..
Дифференциал функции. Дифференциалом функции  у =   в точке х называется главная часть   приращения функции  у линейно зависящая от приращения аргумента х. Обозначается дифференциал  dy = х, т.е. dy =.
Примеры. Найти дифференциал функции.
1. у =                               Т.к.  dy =., то  dy =. = dy =..
2.         у =                 Т.к. dy =., то   dy = =  =3   dx =  3  5 dx =  15  5 dx.

2.2 Исследование функции с помощью производной
Студент должен иметь представление:
-		об общей схеме исследования функции построения ее графика;
знать:
-		определение точки перегиба;
-		определение асимптот графика функции;
-		общую схему исследования функции;
уметь:
-		применять вторую производную для нахождения точек перегиба функции;
-		устанавливать направление выпуклости  графика функции;
-		исследовать функцию по общей схеме и строить ее график.

Методические указания
Условия постоянства функции. Дифференцируемая функция  у =  постоянна на интервале Х  тогда и только тогда , когда для каждого  х  Х:    = 0.
Условия возрастания функции.  Дифференцируемая функция  у =   монотонно возрастает на интервале Х тогда и только тогда, когда для каждого  х  Х::   , причем    =     в конечном числе точек, лежащих внутри интервала Х.
Условия убывания функции. Дифференцируемая функция  у =   монотонно убывает на интервале Х тогда и только тогда, когда для каждого  х  Х::   , причем    =     в конечном числе точек, лежащих внутри интервала Х.
Экстремумы функции. Функция  у =  достигает максимума в точке  х0,  если значение функции в этой точке больше, чем  ее значение больше во всех точках, достаточно близких к х0,, т.е. если   , где х – достаточно мало. Тогда х0 - точка максимума, а   - максимум функции.
 Функция  у =  достигает максимума в точке  х0,  если значение функции в этой точке меньше, чем  ее значение больше во всех точках, достаточно близких к х0,, т.е. если   , где х – достаточно мало. Тогда х0 - точка минимума, а   - минимум функции. 
Точки максимума и минимума называют точками экстремумов. Значения функции в этой точке называют экстремальным.
Для определения точек экстремума используют необходимые и достаточные условия существования  экстремума функции.
Необходимые условия экстремума. Если функция   у =   имеет экстремум в точке  х0, то    = 0,    =  или   не существует, при этом сама функция в точке  х0  определена. Эти точки называются критическими точками первого рода.
Этот признак экстремума является необходимым, но не является достаточным. Поэтому, определив критические точки первого рода, нужно каждую из них исследовать с помощью достаточных условий экстремума.
Первое достаточное условие существования экстремума функции. 
Если функция   у =   дифференцируема на интервале Х (может быть, кроме точки    х0 ), и точка х  Х является критической точкой первого рода, то при переходе независимой переменной х слева на право через точку х0 производная функции  :
1. Меняет знак с плюса на минус, то точка     х0   является точкой максимума.
2. Меняет знак с минуса на плюс, то точка     х0   является точкой минимума.
3. Не меняет знака , то точка     х0  не является точкой экстремума.
Второе достаточное условие существования экстремума функции
Если в точке: х  Х:    = 0,   а   )0, то точка  х0 – точка экстремума. При этом,  если  ) , то х0  - точка минимума, а если ) , то х0  - точка максимума.
Направление выпуклости и точки перегиба кривой. На промежутке а кривая выпуклостью обращена вверх или выпукла, если она лежит ниже касательной, проведенной в любой ее точке на промежутке  b Кривая обращена выпуклостью вниз или вогнута, если она лежит выше касательной в любой ее точке.
Точкой перегиба непрерывной кривой называется точка А, при переходе через которую кривая меняет свою вогнутость  на выпуклость или наоборот ( рис. 2).
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Достаточное условие  выпуклости кривой.   График дифференцируемой функции   у =   является выпуклым на интервале Х, если для каждого : х  Х:    . График дифференцируемой функции   у =   является вогнутым на интервале Х, если для каждого : х  Х:    . 
Точки, в которых     = 0,       =   или    не существует, называются критическими точками второго рода. Если при переходе через критическую точку второго рода вторая производная  меняет знак, то х0 – абсцисса точки перегиба. Ордината точки перегиба  .   Точка  А( х0 ; ) является точкой перегиба  функции  у =  .  
Для большей наглядности можно составить  следующие таблицы по представленному графику на рис.3.
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5. Найти промежутки монотонности, экстремумы функции.
6.Найти направление вогнутости и точки перегиба графика функции.
7.Построить график функции, используя все полученные результаты исследования. Если их окажется недостаточно то следует найти еще несколько точек графика функции, исходя из ее уравнения.
Рассмотрим понятие четности, нечетности и периодичности функции.
Функция   у =   называется четной, если для всех х из области ее определения верно равенство:
    =   
Если      =  - , то функция является нечетной. Если эти условия не выполняются, то функция не является ни четной, ни нечетной..
Примером четной функцией является функция  у = ; примером нечетной  - у = . Функция у = х + 5 не является ни четной, ни нечетной. (рис.4).
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Графики четных функций симметричны относительно оси ординат. Графики нечетных функций симметричны относительно начала координат точки  0 ( 0 ; 0 ). Эти свойства значительно упрощают построение графиков четных и нечетных функций.
Функция   у =   называется периодической, если существует число Т   0, такое, что для всех х из области ее определения верно равенство:
   =   
Примерами периодических функций являются тригонометрические функции.
Пример исследования функции.
Построить график функции
У =   -       -    +  1
Исследование проводится по приведенной схеме.
1. Областью определения функции служит множество всех действительных чисел, т.е.  х   ( -   ;  +  ).
2. Определим четность, нечетность функции
У(-х) =   +       -    +  1  
У(-х)   У(х)  ;    У(-х)  - У(х) 
Значит, функция не является ни четной, ни нечетной..
3. Функция  не является периодической.
4. Найдем точки пересечения функции с осями координат. Чтобы найти точки пересечения функции с осями ординат, нужно в уравнение функции подставить х = 0.  Получим у = 1.
5. Находим промежутки монотонности и экстремумы функции. Для этого определим первую производную функции
У'(х) =  (   -       -    +  1)' =   -     -  2х
Приравняем первую производную к нулю и определим критические точки первого рода
  = 0,       -     -  2х  =  0
х (  -  х   -  2) = 0,   х = 0  или    -  х   -  2 = 0


Таким образом, получим три критические точки  первого рода:
Х = 0;  х = 2;  х = -1
Изобразим их на числовой оси ( рис. 5 ) .
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Эти три точки разбивают числовую прямую на четыре интервала. Чтобы исследовать знак производной в каждом интервале, нужно из интервала наиболее удобное для расчетов значение х0 и подставить его в производную. Если получиться, что      0  - функция возрастает, если      0  - функция убывает на этом интервале.
На интервале ( - ; - 1 ) возьмем  значение  х0 = -2 и подставим в производную, тогда 
У'(-2) =  (-2)3  -  (-2)2  -  2(-2) = -8,    У'(-2) - функция убывает.
На интервале  ( - 1; 0) возьмем значение х0 = -  , тогда
У'(-  ) =  (-  )3  -   (- )2  -  2(-  ) =  0,625  У'(-) - функция возрастает.
На интервале  (0; 2) возьмем значение х0 = 1 , тогда
У'(1) =  (1)3  -  (1)2  -  2(1) = -2,    У'(1) - функция убывает.
На интервале   (2 ;+ ) возьмем значение х0 = 3 , тогда
У'(3) =  (3)3  -  (3)2  -  2(3) =  12,    У'(3) - функция возрастет.
Результаты расчетов удобно оформить в виде таблицы
	х
	           
	      

	( - ; - 1 )
	0
	убывает

	х=-1 
	0
	точка минимума

	( - 1; 0)
	0
	возрастает

	х = 0
	0
	точка максимума

	(0; 2 )
	0
	убывает

	х = 2
	0
	точка минимума

	(2 ;+ )
	
	возрастает



Т.к. функция убывает при   и возрастает при   -1   х0, то  х = -1 является точкой минимум;  возрастает при   -1   х0 и убывает при  0   х, то      х = 0  является точкой минимума.
6. Находим направление выпуклости и точки перегиба графика функции.
Для этого определяет вторую производную функции. Т.к
  =   -     -  2х, то
У"(х) = (   -     -  2х )' =   - 2 х   -  2 х
Затем приравниваем вторую производную к нулю и определяем критические точки второго рода:
  = 0,    - 2 х   -  2 х = 0,   = 1,22,   = - 0,55.
Таким образом, получено две критические точки второго рода:   = 1,22,   = - 0,55.


Эти точки разбивают числовую прямую на три интервала ( рис.6 );
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Далее проводим исследование второй производной таким же образом, как и для первлй производной (см. предыдущий пункт). Результаты  сводим в таблицу.

	х
	           
	      

	( - ; - 0,55 )
	0
	вогнута

	х=-0,55 
	0
	перегиб

	( - 0,55; 1,22)
	0
	выпукла

	х = 1,22
	0
	перегиб

	(1,22 ;+ )
	
	вогнута



7. Построим график функции
У =   -       -    +  1.
Для этого определим значение функции в точках экстремума и в точках перегиба.
Точка минимума: 		 х = -1  	 у =0,58
Точка перегиба:    		х = -0,55  	 у =0,78
Точка максимума:		х = 0 	  	 у =18
Точка перегиба:		х = 1,22  	 у = - 0,55
Точка минимума:		х = 2	  	 у = - 1,67
Отметим полученные точки в системе координат и соединим их плавной кривой ( рис.7).
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При построении графика допускается делать обрывы и брать различный масштаб по осям  абсцисс и ординат.
Задания для контрольной работы
Исследовать функцию и построить график.
2.1.		У(х) = 3  -    2   +  6х  +  2
2.2		У(х) =   -        +  2
2.3		У(х) =   -    3   -  х  +  3
2.4.		У(х) =   -   10     +  9
2.5.		У(х) =   +  2    +  3
2.6.		У(х) = 2  -    6   +  3
2.7.		У(х) =  -  +    6   -  9х  +  3
2.8.		У(х) =   -   6   +  4
2.9.		У(х) = 2  -   3   +  5х  
2.10.		У(х) =   -   3   +      
При решении задачи 2.1 определите несколько дополнительных точек.

РАЗДЕЛ 3. Интегральное исчисление

3.1 Неопределенный интеграл
Студент должен знать:
- 	символику и определение неопределенного интеграла;
- свойства неопределенного интеграла;
- методы интегрирования (непосредственного интегрирования, по частям, введение новой переменной);
уметь:
- вычислять неопределенный интеграл.

Методические указания
Понятие неопределенного интеграла. Дифференцирование – это действие, с помощью которого определяется производная функции. Действие обратное дифференцированию, с помощью которого определяется функция по ее производной, называется интегрированием.
Например, если F' (x) = 3 , то    F (x) =   , т.к. (  = 3 .
Дифференцируемая функция F (x) называется первообразной для функции    на интервале, Х если для каждого  х  Х  выполняется условие  F' (x) = .
Но по заданной функции   определяется не единственная первообразная, а множество первообразных. Справедлива следующая теорема:  если  F (x) – первообразная для функции    на некотором интервале х, то и функция  F (x) + с , где с – постоянная, также является первообразной для функции   на этом интервале.
Совокупность всех первообразных функции  ) на интервале х называют неопределенным интегралом и обозначают:
 = F' (x) + с.
Пример.
   =  + с.


Свойства неопределенного интеграла.
1. ()' =  
2.  =  F (x) + c
3.  = a
4.  dx =  dx
Основные формулы интегрирования
1.  = х + с
2.  =  + c, где n ≠ - 1
3.  =  =+ c
4.  =  + c
5.  =  + c, где а >0; а ≠ 1
6.  = -  + c
7.  = sinx + c
8.  =  + c
9.  = c + c
10.  =  + c
11.  =  + c
12.  =  + c
13.  =  + c
14.  = -  + c
15.  = sinkx + c
16.  =tgkx + c
17.  = - ctgkx + c
18.  = ctgx + c
19.  = csinx + c
Где   k≠ 0$    n ≠ 0  - постоянные.
Методы интегрирования.
1. Метод непосредственного интегрирования  заключается интеграл в том, что с помощью тождественных преобразований и применения свойств неопределенного интеграла сводится к табличным интегралам.
Пример. Найти .
 = +  =  +  = 2 + 4 + с =  -  + с =  + с.


2. Метод интегрирования по частям заключается в том, что данный интеграл представляют в следующем виде:
 =      -  
Пример. Найти  

3. Метод введения новой переменной или метод подстановки заключается в тои, что с помощью введения новой переменной данный интеграл сводится к более простому интегралу.
Пример. Найти  .
Произведем подстановку. Введем новую переменную       t= 2x + 4 ,      тогда dt = d(( 2x + 4 ) = 2dx. Откуда получаем, что  dx =  dt.
Подставим полученное выражение  в интеграл 
  =   =   =   + c =    + c = -  + c = -  + c/

3.2. Определенный интеграл
Студент должен иметь представление:
-	о табличных интегралах;
-	о вычислении геометрических, механических, физических величин с помощью интегрального исчисления;
знать:
-	символику и определение определенного интеграла;
-	свойства определенного интеграла;
-	методы вычисления определенного интеграла;
уметь:
-	вычислять определенные интегралы;
-	решать несложные задачи с помощью определенного интеграла.

Методические указания
Понятие определенного интеграла.
Пусть функция    определена на отрезке a  x   b. Разобьем этот отрезок на п частей точками  а = х0     х1      хi-1       хп  = b (рис. 8)
[image: C:\Техникум\математика\ЕН.01 бух\МАТЕМ без лин программир\Untitled.FR12 - 0008.jpg]
  На каждом из полученных отрезков возьмем произвольную точку   и составим сумму:  + ….+ + …+  , где  = хi - хi-1.
Эта сумма называется интегральной суммой функции    га отрезке a  x   b.
Геометрически интегральная сумма равна площади «ступенчатой фигуры», изображенной на рис.8.
Определенным интегралом от функции    на отрезке a  x   b является:
+ ….+ + …+  и обозначается 
.
При этом число a  называется нижним пределом интегрирования, число b – верхним пределом интегрирования отрезок a  x   b  - отрезком интегрирования.
Если интегрируемая на отрезке функция   неотрицательна , то  будет равен площади криволинейной трапеции, ограниченной графиком функции у = , осью абсцисс и прямыми   х = а;  х=b.
Основные свойства определенного интеграла
1.  = 0
2. =  - 
3.  =   +  , где  b 
4. с   
5.  =    .
Вычисление определенного интеграла. Определенный интеграл вычисляется по формуле Ньютона – Лейбница:  = F (x) =  F)b)  -  F(a)/
Пример. Вычислить 
 =  =(  -   = 12 .
Приложения определенного интеграла. Определенный интеграл находит широкое применение для вычисления различных геометрических и физических величин. В частности, для определения площадей плоских фигур.
Пример. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиком функции у =  , осью абсцисс и прямыми х =2 ;  х = 3 (см. рис.9).
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S =  = =  -      1,1  -  0,7 = 0,4 кв.ед.
Пример. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиком функции у =  , осью абсцисс и прямыми х =- 2 ;  х = 1 (см. рис.10).
S =  =  = (  -   =   +   =  = 3 кв.ед.
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Пример. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиком функции у = - , осью абсцисс и прямыми х = 0 ;  х = 1 (см. рис.11).
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Т.к. функция у = -  отрицательна, то определенный интеграл будет отрицательным. Поэтому построим вспомогательную функцию у =  .  Эта функция симметрична с данной функцией относительно оси абсцисс. Легко видеть, что площади заштрихованных фигур равны. Поэтому S =  =  = (  -   =   кв.ед.
Обобщим этот способ определения площади фигуры.
Если функция   у =   отрицательна на интервале Х, то для того, чтобы найти площадь фигуры, ограниченной  осью абсцисс и прямыми  х = а  и  х = b, где a,b  Х, нужно вычислить    .
Его значение будет равно площади фигуры.
Пример. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиком функции у = , осью абсцисс и прямыми х = -1 ;  х = 2 (см. рис.12).
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Функция у =  отрицательна на интервале (- ; 0 ) и не отрицательна на интервале (  0; + . Поэтому отрезок  -1  x  2 целесообразно разбить на два отрезка   -1  x   0  и     0  x   2. Таким образом, общая площадь фигуры S будет представлять собой сумму площадей   и   :   S =   +  .
Т.к. функция у =  отрицательна на интервале (- ; 0 ), т
   =  =  -   = (  -   =    кв. ед.
Т.к. функция у =  неотрицательна на интервале ( 0 ; +  ), то
   =    =  -   = (-   - (  -  = 4 кв. ед.
Таким образом, получаем S =   +   =    +  4 = 4,25 кв. ед.
Задания для контрольной работы
Построить график функции. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиком функции,  осью абсцисс и прямыми, указанные в задании
	3.1
	y =  -  3       
	прямыми     х = 1;     х = 1,5  

	3.2
	y = -         
	прямыми     х = -1;     х = 2  

	3.3
	y = 2     
	прямыми     х = -2;     х = 2  

	3.4
	y =  +  3       
	прямыми     х = 0;     х = 3  

	3.5
	y =2  +  1       
	прямыми     х = -2;     х = 0  

	3.6
	y = 
	прямыми     х = -1;     х = 1  

	3.7
	y = -2 
	прямыми     х = -2;     х = 1 

	3.8
	y =  -  8      
	прямыми     х = 0;     х = 2  

	3.9
	y =  -  4       
	прямыми     х = -1;     х = 3  

	3.10
	y =-  -  1       
	прямыми     х = -2;     х = 1  



РАЗДЕЛ 4. Прикладные задачи
4.1 Задачи на процентное содержание
Эта тема имеет большое практическое применение. Понятие процента используют в ряде других дисциплин, поэтому следует уделить особое внимание этому разделу математики. В процессе изучения темы вводятся основные понятия финансовой математики, такие как простой процент, сложный процент. Рассматриваются механизмы их расчета, что позволяет с легкостью перейти к изучению сложной темы «Финансовая математика».
Понятие процента. Один процент от некоторой величины – это 0,0этой 1 часть величины. Если не указано, от какой величины берется процент, то эта величина принимается равной 1.
Пример 1. Какую величину составляет 26% от числа 369?
Решение. Решить эту задачу можно двумя способами.
1-й способ(с помощью составления пропорции):
Составим пропорцию:
369     -     100%
х      -      26%
При решении получим:
х =  = 95,94.
2-й способ (по определению):
1%  от числа 369 – это 0,01 часть этого числа, тогда 26% будет составлять  0,26 частей числа 369. Значит
Х = 0,26  369 = 95,94.
Пример 2. Определить величину, от которой 37% составляет 139.
Составим пропорцию
130     -     37%
х      -      100%
При решении получим:
х =  = 351,4
Статистические задачи.
В этом пункте рассмотрим решение двух задач: 1) на вычисление плановых показателей; 2) на определение структуры товарооборота предприятия.
Для определения процента выполнения плана используется следующая формула:
% выполнения плана =  100%
Из основной формулы можно получить формулы для получения фактического или планового показателей.
Для определения структуры (другое название – «процент к итогу») применяется формула;
структура =  100%
Пример 1. Значения показателей финансовой деятельности предприятия охарактеризованы следующими данными:
Показатели финансовой деятельности предприятия
	Показатель
	План
(тыс. руб)
	Фактически
(тыс. руб)
	% выполнения
плана

	Прибыль
	200
	230
	

	Материальные затраты
	58
	
	86%

	Фонд заработной платы
	
	120
	103%


Определить неизвестные показатели  и заполнить таблицу.
Решение:
В графе «Прибыль» не определен6о значение процента выполнения плана. Произведя вычисления по основной формуле, получаем:
% выполнения плана =  100%  =  = 115%.
В графе «Материальные затраты» не определено значение фактического показателя. Преобразуя основную формулу и проведя вычисления, получим:
 =  100%  =   = = 49,88 тыс.руб 
В графе «Фонд заработной платы» не определено значение планового показателя. Преобразуя основную формулу и проведя вычисления, получим:
 =  100%  =  = 116,5 тыс.руб.
Занесем вычисленные значения показателей в исходную таблицу и получим:
Показатели финансовой деятельности предприятия
	Показатель
	План
(тыс. руб)
	Фактически
(тыс. руб)
	% выполнения
плана

	Прибыль
	200
	230
	115%

	Материальные затраты
	58
	49,88
	86%

	Фонд заработной платы
	116,5
	120
	103%


Пример 2. Известны данные о товарообороте предприятия по нескольким видам товарооборота:
Товарооборот предприятия
	Вид товарооборота
	Объем товарооборота
(тыс.руб.)

	Складской
	23

	Франко – хозяйство потребителя
	46

	Через сеть магазинов
	56

	Транзит
с участием в расчетах
без участия в расчетах
	
20
8


Решение:
1) Достроить таблицу исходных данных
Структура товарооборота предприятия
	Вид товарооборота
	Объем товарооборота
(тыс.руб.)
	Структура
товарооборота

	Складской
	23
	

	Франко – хозяйство потребителя
	46
	

	Через сеть магазинов
	56
	

	Транзит с участием в расчетах
	29
	

	Транзит без участия в расчетах
	5
	

	Всего:
	
	


2) Определить общий объем товарооборота. Он составит
23 + 46 + 56 + 20 + 8 = 153 тыс.руб.
Общий объем товарооборота принимаем за 100%.
3) Определить структуру каждого вида товарооборота, кроме имеющего наибольший показатель, по формуле:
структура =   100% .
Для всех видов товарооборота, за исключением третьего, получим:
Для 1 – го:
структура1 =   100% =  = 15,03%.
Для 2 – го:
структура2 =   100% =  = 30,06%.
Для 4 – го:
структура4 =   100% =  = 13,07%.
Для 5 – го:
структура5 =   100% =  = 5,23%.
4) Определить структуру наибольшего показателя. Т.к. сумма структурных показателей должна  составлять 100%, то для того чтобы определить структуру по третьему виду товарооборота необходимо от 100% отнять сумму остальных вычисленных структур:
структура3 =  100% - (15,03% + 30,06% + 13,07% + 5,23%) = 36,61%.
5) Занести полученные результаты в таблицу.
6) Структура товарооборота предприятия
	Вид товарооборота
	Объем товарооборота
(тыс.руб.)
	Структура
товарооборота

	Складской
	23
	 15,03%

	Франко – хозяйство потребителя
	46
	30,06%

	Через сеть магазинов
	56
	13,07%

	Транзит с участием в расчетах
	29
	5,23%

	Транзит без участия в расчетах
	5
	36,61%

	Всего:
	153
	100%



Простой процент. Сложный процент
Следует рассмотреть задачи банковского дела. Перед примерами вычислений целесообразно ввести понятие процентной ставки как меры оплаты за использованный капитал, сформулировать определения простого и сложного процента.
Капитал подчиняется ценовой политике, является товаром. Мерой использования капитала (представления в заем или кредит) является процентная ставка. Процентная ставка – это цена, по которой оплачивается заемный капитал, причем, чем больше риск, тем выше процентная ставка. 
Цена на капитал, как и на любой товар, находится в зависимости от спроса. В период спада производства и услуг спрос на капитал падает, что приводит к снижению величины процентной ставки. В период промышленного бума увеличивается спрос на капитал, и, соответственно, процентная ставка увеличивается. Во время инфляции, независимо от спроса, величина процентной ставки увеличивается.
Также капитал имеет временную стоимость (стоимость рубля в настоящий момент может быть выше или ниже, чем через некоторый отрезок времени).
Таким образом, предоставление капитала в заем или кредит является одним из способов зарабатывания денег. 
Остановимся подробнее на предоставлении капитала в заем или кредит через банк путем создания банковского счета и рассмотрим механизм начисления процентной ставки. При этом прибыль по вкладу может быть начислена по принципу простого или сложного процента.
Простой процент – это процент, который начисляется только на основной (первоначальный) капитал.
Сложный процент - это процент, который начисляется не только на основной (первоначальный) капитал, но и на заработанную прибыль, не выплаченную в предыдущие сроки («процент на процент»).
Пример 1. В коммерческий банк внесен вклад в размере 5000 рублей под 16% годовых (простой процент). Какая сумма будет начислена, если вклад внесен сроком  на 1 год, на 2 года?
Решение.
1). Определить, какая сумма будет начислена через 1 год?
Первоначальный капитал 5000 рублей примем за 100%. Прибыль по вкладу составит 16%. Составим пропорцию
5000     -     100%
х      -      16%
тогда
х =  = 800 руб.
Прибыль по вкладу составит 800 рублей и через 1 год будет начислено
5000 + 800 + 5800 рублей.
2) Определить, какая сумма будет начислена через 2 года?
Т.к. расчет ведется по простому проценту, то за второй год прибыль будет начисляться от той же суммы в 5000 рублей и составит 800 рублей, как и за первый год. Поэтому через 2 года (при условии, что вклад внесен сразу на 2 года, т.е прибыль за 1-й год не снималась с банковского счета) будет начислена сумма:
5800 + 800 = 6600 руб.
Т.к. прибыль по вкладу за равные промежутки времени составляет одинаковую величину, то для определения прибыли за весь промежуток времени нужно прибыль за 1 временной интервал умножить на количество временных интервалов. Т.е. результат можно получить иначе:
5000 + 800 + 800 = 6600 руб.
Вывод. Если в коммерческий банк внесен вклад в размере 5000 рублей под 16% годовых (простой процент) сроком  на 1 год, то по окончании этого срока будет начислено 5800 рублей. Если вклад внесен на 2 года, то по окончании этого срока будет начислено 6600 рублей.
Пример 2. В коммерческий банк внесен вклад в размере 5000 рублей под 16% годовых (сложный процент). Какая сумма будет начислена, если вклад внесен сроком  на 1 год, на 2 года (при условии,  что в течение этого срока прибыль со счета не снималась)?
Решение. 
1). Определить, какая сумма будет начислена через 1 год?
Первоначальный капитал 5000 рублей примем за 100%. Прибыль по вкладу составит 16%, значит, через год будут начислено 116%.  Составим пропорцию и решим ее:
5000     -     100%
х      -      116%
тогда
х =  = 5000  1,16 = 5800 руб.
Через 1 год будет начислено 5800 рублей.
2) Определить, какая сумма будет начислена через 2 года?
Т.к. расчет ведется по сложному проценту, то за второй год прибыль будет начисляться от  суммы в 5800 рублей ( при условии, что прибыль за 1-й год не снималась с банковского счета). Составим пропорцию:
5800     -     100%
х      -      116%
тогда
х =  = 5800  1,16 =  6728 руб.
Через 2 года будет начислено 6728 рублей.
Здесь необходимо обратить внимание на то,  что каждый год вклад увеличивается на одно и тоже количество раз (в данном случае в 1,16 раза (116% : 100%)).V
Т.е. результат можно получить иначе:
5000  1,16 1,16 =  500   = 6728 руб.
Вывод. Если в коммерческий банк внесен вклад в размере 5000 рублей под 16% годовых (сложный процент)  на 1 год, то по окончании этого срока будет начислено 5800 рублей. Если вклад внесен на 2 года, и прибыль в течение этого времени не снималась, то по окончании этого срока будет начислено 6728 рублей.
Пример 3. Стоимость ценных бумаг за первый год увеличилась на 15%, а за второй – уменьшилась на 10%. Как изменилась стоимость ценных бумаг в целом за 2 года?
Решение. 
1). Определить стоимость ценных бумаг на начало второго года.
Пусть первоначальная стоимость ценных бумаг составляла PV0. Примем эту величину за 100%. За первый год их стоимость увеличилась на 15%, т.е. стала составлять 115%. Составим по этим данным пропорция и пешим
PV0     -     100%
х      -      115%
тогда
 =  = 1,15.
Значит, на начало второго года стоимость ценных бумаг стала составлять 1,15 PV0.
2). Определить стоимость ценных бумаг на начало третьего года.
На начало второго года стоимость ценных бумаг составляла 1,15PV0. Примем эту величину за 100%. За второй год их стоимость уменьшилась на 10%, т.е. стала составлять 90%. Составим по этим данным пропорция и пешим
1,15PV0     -     100%
х      -      90%
тогда
 =  = 0,9
. Значит, на начало третьего года стоимость ценных бумаг стала составлять х = 1,15 PV0  0,9 = 1,035PV0.
3). Определить, как изменилась стоимость ценных бумаг в целом за 2  года.
Первоначальная стоимость ценных бумаг составляла PV0. На начало  третьего года их стоимость стала составлять 1,035  PV0 Т.к. первоначальная стоимость PV0 соответствует 100%, то  1,035  PV0 = 103,5%
Вывод. Стоимость ценных бумаг в начале составляла 100%. Через два года стоимость ценных бумаг стала составляла 103,5%. Значит, в целом за 2 года стоимость ценных бумаг увеличилась 3,5%.
Инфляция
Пример 1.Согласно экономическому прогнозу коэффициент инфляции составит 3,2% в месяц. Как обесценятся 5000 за месяц, 2 месяца за полгода?
Решение.
1). Определить, как обесценятся 5000 рублей за месяц.
Первоначальную сумму 5000 рублей примем за 100%. Т.к. инфляция составляет 3,2%, то на начало второго месяца останется 100% - 3,2% = 96,9%. Составим пропорцию и решим ее: 
5000     -     100%
       х      -      96,8%
тогда
х =  = 5000  0,968 = 4840 руб.
Через 1 месяц 5000 рублей при инфляции 3,2% обесценятся до 4840 рублей. Т.е. 5000 рублей через месяц реально будут составлять 4840 рублей в настоящее время.
2). Определить, как обесценятся 5000 рублей за  2 месяца.
За первый месяц 5000 рублей уже обесценились до 4840 рублей. Примем 4840 руб. за 100%. Инфляция так же составит 3,2%. %. Составим пропорцию и решим ее: 
4840     -     100%
       х      -      96,8%
тогда
х =  =5000  0,968    =  4685 руб.
Через 2 месяца 5000 рублей при инфляции 3,2% обесценятся до 4685 рублей. 
Нетрудно заметить, что каждый раз денежная сумма умножается на один и тот же коэффициент к=0,968. Т.е тот же результат можно получить другим способом:
5000  0,968   0,968   =  =  5000   =   4685 руб.
2). Определить, как обесценятся 5000 рублей через полгода.
Если использовать первый способ решения, то придется определять все промежуточные результаты, чего можно избежать, если воспользоваться вторым способом решения. Т.к. полугодие соответствует шести месяцам, 5000 рублей в течение этого срока обесценятся шесть раз с коэффициентом  к=0,968. Тогда получим:
5000   =  4114 руб.
Т.е. за полгода 5000 рублей обесценятся до 4114 рублей.
Пример 2. Известно, что за три месяца инфляция составит 1,9%, 2,1%, 2,0% соответственно. Как за этот период обесценится денежная сумма в 1000 рублей?
Решений.
1) Определить, во сколько раз будет обесценивать 1000 рублей каждый месяц.
Пусть е начале первого месяца первоначальный капитал 1000 рублей составляет 100%. Т.к. инфляция за этот месяц составляет 1,9%, то через месяц останется 
100% - 1,9% = 98,1%
Значит коэффициент, показывающий, во сколько раз обесценится денежная сумма , будет равен:   =  = 0,981.
Рассуждая аналогичным способом, вычислим коэффициент за второй и третий месяцы. Они составят   = 0,979   и   =  0,98.
2) Определить, как обесценятся 1000 рублей за три  месяца.
В целом за три месяца 1000 рублей обесценятся и составят:
1000  0,981   0,979  0,98   =   941 руб.
Задания для контрольной работы
В приведенных ниже задачах символ х обозначает последнюю цифру  шифра студента. При решении необходимо вместо этого символа подставить соответствующую цифру и затем решать задачу. Например, если последняя цифра шифра равна 5, то число 7,х будет соответствовать 7,5; число 1х00 будет 1500; число 3,(х + 6) будет 3,11; число (х+ 1),х будет 6,5.
4.1.1 Значения показателей финансовой деятельности  предприятия охарактеризованы  следующими данными:
Показатели финансовой деятельности  предприятия
	Показатель
	План
(тыс.руб)
	Фактически
(тыс.руб)
	% выполнения 
плана

	Прибыль
	2х0
	20х
	

	Материальные затраты
	5х
	
	1х6%

	Фонд заработной платы
	
	1х0
	10х%


Определить неизвестные показатели и заполнить таблицу.
4.1.2. Известны данные о товарообороте предприятия по нескольким видам товарооборота
Товарооборот предприятия
	Вид товарооборота
	Объем товарооборота
(тыс.руб)

	Складской
	2х

	Франко – хозяйство потребителя
	1х4

	Через сеть магазинов
	5х

	Транзит
с участием в расчетах
без участия в расчетах
	
1х
х + 5


Определить структуру товарооборота.
4.1.3. Стоимость ценных бумаг за первый год увеличилась на 1х%, а за второй – уменьшилась на 14х%. Определить, как изменилась стоимость ценных бумаг в целом за 2 года?
4.1.4. В коммерческий банк внесен вклад в размере 2х000 рублей под ежемесячную процентную ставку 1,х% (простой процент). Какая сумма будет начислена, если вклад внесен сроком  на 1 месяц, на 1квартал,  на год?
4.1.5. В коммерческий банк внесен вклад в размере 3х000 рублей под полугодовую процентную ставку 4,х% (простой процент). Какая сумма будет начислена, если вклад внесен сроком  на 1квартал, на полгода,  на 1 год?
4.1.6. В коммерческий банк внесен вклад в размере 4х000 рублей под полугодовую процентную ставку 15,х% (простой процент). Какая сумма будет начислена, если вклад внесен сроком  на полгода,  на 1 год, на 2 года?
4.1.7. В коммерческий банк внесен вклад в размере 5х000 рублей под годовую процентную ставку 7,х% (простой процент). Какая сумма будет начислена, если вклад внесен сроком на 1 год, на 2 года, на 4 года?
4.1.8. В коммерческий банк внесен вклад в размере 7х000 рублей под ежемесячную процентную ставку в 1,х% (сложный процент). Какая сумма будет начислена через 1 месяц,  1 квартал, 1 год, 2 года (при условии,  что в течение этого срока прибыль со счета не снималась)?
4.1.9. В коммерческий банк внесен вклад в размере 8х000 рублей под ежеквартальную процентную ставку в 4,х% (сложный процент). Какая сумма будет начислена через 1 квартал, полгода, 1 год (при условии,  что в течение этого срока прибыль со счета не снималась)?
4.1.10. В коммерческий банк внесен вклад в размере 9х000 рублей под годовую процентную ставку в 8,(х + 1)% (сложный процент). Какая сумма будет начислена через полгода, 1 год, 2 года (при условии,  что в течение этого срока прибыль со счета не снималась)?
4.1.11. В коммерческий банк внесен вклад в размере 1хх000 рублей под полугодовую процентную ставку в 18,(х + 1)% (сложный процент). Какая сумма будет начислена через полгода, 1 год, 2 года, 5 лет (при условии,  что в течение этого срока прибыль со счета не снималась)?
4.1.12. Согласно экономическому прогнозу коэффициент инфляции составит 2,х% в месяц. Как обесценятся 1х000 за месяц, 2 месяца, год?
4.1.13. Известно, что за три месяца инфляция составит 1,х%, 2,(2х)%, 2,(х + 1)% соответственно. Как за этот период обесценится денежная сумма в 3х000 рублей?

4.2. Финансовая математика
Финансовая математика является одной из самых сложных тем предмета «Математика» для экономических специальностей. Эта тема является логическим продолжением темы «Задачи на процентное содержание». Решение задачи на процентное содержание основывалось на составлении и вычислении пропорций и не требовало специальных экономических знаний.  Решение задач средствами финансовой математики  опирается на применение  принятых в экономике формул, что позволяет значительно расширить круг решаемых задач. Но необходимо отметить, что любую рассматриваемую ниже задачу модно решить с помощью пропорций. В основном, решение с использованием формул оказывается наиболее оптимальным по затрачиваемому времени и сложности вычислений.
В результате изучения материала по данной теме студенты должны знать основные термины финансовой математики. Должны уметь ориентироваться в областях применения расчетных формул, пользоваться формулами и производить необходимые вычисления.
Практика показала, что основной сложностью при решении задач является осуществление правильного выбора формулы для вычислений. Поэтому решение каждой задачи необходимо ответить на вопрос: какой формулой нужно воспользоваться?
При решении типовых задач необходимо придерживаться следующего алгоритма решения:
1. Определить расчетную формулу и записать ее.
2. Произвести элементарные преобразования основной формулы, если в этом есть необходимость.
3. Определить значение входящих в нее параметров.
4. Найти искомую величину.
5. Сделать вывод.
Для решения  некоторых заданий потребуется применить логарифм и вычислить его Для этого необходимо повторить:
1. Определение логарифма.
2. Понятие десятичного и натурального логарифмов.
3. Формула перехода от логарифма по заданному основанию к логарифму по другому основанию.
4. Вычислить:   ;  ;  ;   ;   ;   ;   ;   :   ;   ;   ;  .
Изменения в экономической ситуации, произошедшие за последние годы, требуют нового подхода к уровню подготовки специалистов. Сейчас с основами финансовой математики должен быть ознакомлен не только специалист экономического профиля, но и каждый человек, т.к. умение ориентироваться в банковских расчетах является необходимым в современной жизни
Основными понятиями финансовой математики являются процентная ставка, простой процент, сложный процент, аннуит. Некоторые понятия студентам знакомы (простой и сложный проценты и их расчет) .
Простой процент и будущие выплаты
Определить величину простого процента в денежном выражении можно по формуле:
                                                            I = PV0 K  n ,                                                  ( 1 )
где  I – простой процент (прибыль по вкладу), руб.;
 PV0 –представленная в заем или кредит денежная сумма (первоначальный капитал или приведенная стоимость
 K  - процентная ставка в виде десятичной дроби;
 n  -  временной  интервал в виде доли от всего времени начисления полной процентной ставки.
Для того, чтобы вычислить величину будущих выплат (всей денежной суммы, которая будет на депозите через определенное время)  используют формулу:
                                                           FVn = PV0 + I,                                                     ( 2 )
где  FVn  -  будущие выплаты, руб.
Приме 1. Иванов внес на депозит 30000 рублей под 17,3% годовых (простой процент).  Какая сумм будет начислена, если вклад внесен сроком на 1 месяц,  на 1 квартал, на полгода, на год, на 2 года?
Решение: Для проведения вычислений необходимо воспользоваться формулами (1) и (2).:                     I = PV0 K  n;      FVn = PV0 + I
Из этих  двух формул можно получить следующую формулу: FVn = PV0 ( 1 + K  n )      
	     Через 1 месяц
Дано:
PV0 = 30000 руб;
К  =  0,173
п  = = 1/12 (т.к. 1 месяц от 1 года в долевом 
отношении составляет 1/12)
	
Вычисления:
 FVn =30000   (1 + 0,173 1/12) = 30433 руб.




	     Через 1 квартал
Дано:
Здесь и в дальнейшем при решении задачи
в несколько действий в графе данных не будем перечислять повторяющиеся значения величин.
п  = 1/4 (т.к. 1 квартал от 1 года в долевом 
отношении составляет 1/4)
	
Вычисления:
 FVn =30000   (1 + 0,173 1/4) = 31298 руб.



	     Через полгода
Дано:
п  = 1/2 (т.к. полугодие от 1 года в долевом  отношении составляет 1/2)
	
Вычисления:
 FVn =30000   (1 + 0,173 1/2) = 32595 руб.
	
	



	     Через 1 год
Дано:
п  = = 1 (т.к. 1 год от 1 года в долевом  отношении составляет 1)
	
Вычисления:
 FVn =30000   (1 + 0,173 1) = 35190 руб.
	
	



	     Через 2 года
Дано:
п  = = 2 (т.к. 2 года от 1 года в долевом  отношении составляет 2)
	
Вычисления:
 FVn =30000   (1 + 0,173 ) = 40380 руб.
	
	



Вывод.  Если на депозит внесено 30000 рублей под 17,3% годовых (простой процент),  сроком на 1 месяц,  то будет начислено 30433 руб., если на 1 квартал, то 31298 руб., если на полгода, то 32595 руб., если на 1 год, то 35190 руб., если на 2 года, то 40380 рублей.

Пример 2. Петров внес на депозит 50000 рублей в банк, который выплачивает 1,3%  ежемесячно по простому проценту. Какая сумм будет начислена, если вклад внесен сроком на 1 месяц,  на 1 квартал, на полгода, на год?

Решение. Для вычислений  воспользуемся полученной в предыдущем примере формулой:    FVn = PV0 ( 1 + K  n )      
Здесь необходимо иметь в виду, что время начисления полной процентной ставки составляет 1 месяц.
	     Через 1 месяц
Дано:
PV0 = 50000 руб;
К  =  0, 013
п  =  1 (т.к. 1 месяц от 1 месяца  в долевом 
отношении составляет 1)
	
Вычисления:
 FVn =50000   (1 + 0,013 1) = 50650 руб.
	




	     Через 1 квартал
Дано:
п  = 3 (т.к. 1 квартал от 1 месяца  в долевом 
отношении составляет 3)
	
Вычисления:
 FVn =50000   (1 + 0,013 ) = 51950 руб.
	



	     Через полгода
Дано:
п  = 6 (т.к. полгода от 1 месяца  в долевом 
отношении составляет 6)
	
Вычисления:
 FVn =50000   (1 + 0,013 ) = 53900 руб.
	



	Через год
Дано:
п  = 12 (т.к. 1 год от 1 месяца  в долевом 
отношении составляет 12)
	
Вычисления:
 FVn =50000   (1 + 0,013 ) = 57800 руб



Вывод.  Если на депозит внесено 50000 рублей под ежемесячную процентную ставку 1,3% (простой процент)  сроком на 1 месяц,  то будет начислено 50650 руб., если на 1 квартал, то 51950 руб., если на полгода, то 53900 руб., если на 1 год, то 57800 рублей.

Сложный процент и будущие выплаты
Для того, чтобы определить будущие выплаты по сложному проценту, используют формулу:
                                                               FVn = PV0 (1+ К)п,                                            ( 3 )
где  п – число временных интервалов, за каждый из которых причитается выплата полной процентной ставки.
Пример: Иванов внес на депозит 10000 рублей под 16,3% годовых (сложный процент).  Какая сумм будет начислена через 1 год,  2 года?
Решение: Для проведения вычислений необходимо воспользоваться формулой  (3) :                     
FVn = PV0 (1+ К)п
	     Через 1год
Дано:
PV0 = 10000 руб;
К  =  0,163
п  =  1 (т.к.  в течение 1 года будет произведена 1 выплата полной процентной ставки)
	
Вычисления:
 FVn =10000   (1 + 0,163)1 = 11630 руб.



	     Через 1год
Дано:
п  =  2 (т.к.  в течение 2 лет будет произведены 2 выплаты полной процентной ставки)
	
Вычисления:
 FVn =10000   (1 + 0,163)2 = 13562 руб.



Вывод. Если на депозит внесено 10000 рублей под 16,3% годовых (сложный процент), то через 1 год будет начислено 11630 руб., через 2 года – 13562 рублей, при условии, что в течение этого срока прибыль  со счета не снималась.



Бессрочные выплаты по сложному проценту
Часто период начисления прибыли по вкладу меньше, чем период начисления полной процентной ставки. При начислениях по простому проценту можно воспользоваться  приведенными ранее формулами, а при начислениях по сложному проценту требуется  принятая в финансовой математике формула
                                                          FVn = PV0 (1+ )пm  ,                                     (4 )
где  m – коэффициент, который показывает, сколько выплат производится за один интервал начисления полной процентной ставки.
Пример. Банк начисляет 16,3%  годовых (сложный процент). Внесен вклад  в размере 10000 рублей. Какая сумма будет начислена через 6 лет, если выплаты: ежегодные, полугодовые, ежеквартальные, ежемесячные?
Решение: Воспользуемся формулой  (4):   FVn = PV0 (1+ )пm  
Необходимо иметь в виду, что время начисления полной процентной ставки составляет 1 год.
	     Выплаты ежегодные
Дано:
PV0 = 10000 руб;
К  =  0,163
m  =  1 (т.к. за 1 интервал начисления полной процентной ставки (1 год) будет произведена 1 выплата
п = 6
	
Вычисления:

 FVn =10000  (1+ )6  = 24745 руб.



	     Выплаты полугодовые
Дано:
m  =  2 (т.к. за 1 год будет произведено 2 выплаты

	
Вычисления:
 FVn =10000  (1+ )12  = 25605 руб



	     Выплаты ежеквартальные
Дано:
m  =  4 (т.к. за 1 год будет произведено 4 выплаты

	
Вычисления:
 FVn =10000  (1+ )24  = 26080 руб



	     Выплаты ежемесячные
Дано:
m  =  12 (т.к. за 1 год будет произведено 12 выплаты

	
Вычисления:
 FVn =10000  (1+ )72  = 26417 руб



Вывод: Если на депозит внесено 10000 рублей под 16,3% годовых (сложный процент), то через шесть лет будет начислено:  рои годовых выплатах – 24745 руб., при полугодовых – 25605 руб., при  ежеквартальных – 26080 руб., при  ежемесячных – 26417 рублей, при условии, что в течение шести лет прибыль  со счета не снималась.

Дисконтирование
Дисконтирование –это процесс определения величины приведенной стоимости (первоначального капитала), необходимой для получения заданной величины будущих выплат.
Из основных формул для расчета простого и сложного процентов  можно получить формулы дисконтирования:
1). по простому проценту
                                                    PV0 =                                                     (5)
2). по сложному проценту:
                                       PV0 =                                                        (6)
3). для бессрочных выплат по сложному проценту:
                                    PV0 =                                                        (7)
Пример 1. Определить приведенную стоимость от будущей суммы 25000 рублей,  дисконтированную под 17% годовых сроком на 4 года, если банк начисляет: 1) простой  %, 2) сложный %.
Решение. 
1) простой %. Воспользуемся формулой (5) :      PV0 = 
	   Дано:
PVп = 10000 руб;
К  =  0,17
п = 4
	Вычисления:
PV0 =   = 14881 руб.


Вывод. Величина приведенной стоимости, дисконтированной под 17% годовых (простой процент), составит 14881 руб. Значит, для того, чтобы через 4 года иметь на депозите 25000 руб., необходимо внести 14881 руб.
2). сложный процент.  Воспользуемся формулой (6) :  PV0 = 
	Дано:
PVп = 10000 руб;
К  =  0,17
п = 4
	Вычисления:
PV0 =   = 13341 руб


Вывод. Величина приведенной стоимости, дисконтированной под 17% годовых (сложный процент), составит 13341 руб. Значит, для того, чтобы через 4 года иметь на депозите 25000 руб., необходимо внести 13341 руб.
Пример 2. Банк начисляет 15,7% годовых (сложный процент). Какую сумму необходимо внести на депозит, чтобы через 3 года будущие выплаты составили 20000 руб., если выплаты процентов: ежегодные, полугодовые, ежеквартальные, ежемесячные?

Решение.  Воспользуемся формулой (7):     PV0 = 

	     Выплаты ежегодные
Дано:
PVп = 20000 руб;
К  =  0,157
m  =  1 (т.к. за 1 интервал начисления полной процентной ставки (1 год) будет произведена 1 выплата
п = 3
	
Вычисления:

PV0 =  = 12913 руб.



	     Выплаты полугодовые
Дано:
m  =  2 (т.к. за 1 год будет произойдет   выплаты

	
Вычисления:
PV0 =  = 12709 руб.



	Выплаты ежеквартальные
Дано:
m  =  4 (т.к. за 1 год будет произойдет   выплаты

	
Вычисления:
PV0 =  = 12601 руб.



	Выплаты ежемесячные
Дано:
m  =  12 (т.к. за 1 год будет произойдет   выплаты

	
Вычисления:
PV0 =  = 12526 руб.


Вывод. Если банк начисляет 15,7% годовых (сложный процент), то для того, чтобы через 3 года будущие выплаты составили 20000 руб., необходимо внести при ежегодных выплатах 12913 руб., при , полугодовых – 12709 руб., при ежеквартальных – 12601 руб., при ежемесячных – 12526 рублей, при условии, что в течение трех лет прибыль  со счета не снималась.
Аннуит сложного процента
Аннуит – это ряд или один из ряда одинаковых  по сумме платежей, выплачиваемых или получаемых в равные промежутки времени.
Пример 1. Какие из приведенных ниже выплат или платежей  являются аннуитами, а какие нет? Пенсия, плата за электроэнергию, стипендия, арендная плата, абонентская плата за телефон, плата за международные переговоры, плата за газ, , детское пособие, премия по итогам года, заработная плата в виде фиксированного оклада, заработная плата с почасовой оплатой, заработная плата со сдельной оплатой.
Существует два вида аннуита:
1).обыкновенный (выплаты осуществляются в конце учетного периода):
2).авансируемые (выплаты осуществляются в конце учетного периода).
Аннуит сложного процента – это аннуит, который выплачивается на счет в банк под сложный процент.
Чтобы определить величину будущих выплат для аннуита  сложного процента, применяют следующие формулы:
1). обыкновенный аннуит сложного процента: 
                                                              CSоб   = R  SFAК,п  ,                                      (8)
где  CSоб – суммарный аннуит (величина будущих выплат обыкновенного аннуита сложного процента, сумма обыкновенных аннуитов при каждом начислении процентной ставки);
R  -  величина одного аннуита (величина единовременного взноса или платежа);
SFAК,п   -  процентный коэффициент при годовой ставке К в конце п-го года, который вычисляется по формуле:
                                                  SFAК,п   =    .                                                (9)
2).авансируемый аннуит сложного процента:
                                                 CSав   = R  SFAК,п  (1 + К)                                     (10)
Пример 2. Фирма вносит арендную плату 5000 рублей в течение 3 лет на счет в банк, который начисляет 9,8% ежегодно  (сложный процент). Определить:
1). суммарную арендную плату, внесенную фирмой  в течение всего срока аренды;
2). будущую стоимость аннуита, если взносы фирма производит в конце каждого года;
3). Будущую стоимость аннуита, если взносы фирма производит в начале каждого года.
Решение. 
1).Суммарная арендная плата, внесенная фирмой в течение 3 лет, составит:
5000   3 = 15000руб.
2).Арендная плата является аннуитом. Если фирма производит выплаты взносов в конце каждого года аренды, то аннуит является обыкновенным и вычисления необходимо произвести по формуле (8) и формуле для вычисления процентного коэффициента (9):
CSоб   = R  SFAК,п ;       SFAК,п   =         
	Дано:
 R  = 50000 руб;
К  =  0,098
п = 1
	Вычисления:
SFAК,п   =     =  3,3
CSоб   = 5000  3,3 = 16500 руб



3).Если фирма производит выплаты взносов в начале каждого года аренды, то аннуит является авансируемым и вычисления необходимо произвести по формуле (10) и формуле для вычисления процентного коэффициента (9):
CSав   = R  SFAК,п  (1 + К) ;     SFAК,п   =         
	Дано:
 R  = 50000 руб;
К  =  0,098
п = 1
	Вычисления:
SFAК,п   =     =  3,3
CSоб  = 5000  3,3  (1 + 0,098)  = 18117 руб. 


Вывод. Суммарная арендная плата, внесенная фирмой в течение 3 лет, составит 15000 руб. Если фирма вносит арендную плату на депозит в конце каждого года аренды, то будущая стоимость аннуита по окончании срока аренды составит 16500 руб.  (т.е. через 3 года на депозит будет начислена сумма 16500 руб.). Если фирма вносит арендную плату на депозит в начале каждого года аренды, то будущая стоимость аннуита по окончании срока аренды составит 18117 рублей. 
Будущая стоимость аннуита больше суммарной арендной платы, внесенной фирмой, т.к. арендная плата выплачивается на счет,  на который идут начисления по сложному проценту. Будущая стоимость авансируемого аннуита превышает величину будущей стоимости обыкновенного аннуита, т.к. в случае авансируемого аннуита до окончания срока аренды на каждый взнос количество начислений получается на одно больше, чем в случае обыкновенного аннуита
Примеры вычислений
Пример 1. Некоторая сумма внесена на депозит в банк под 16,5 % годовых (простой  процент). Через какое время вклад увеличится 2 раза?
Решение. Воспользуемся формулой (1):   I = PV0 K п, (учесть, что FVn = PV0 + I).
Т.к. необходимо определить значение  п , то  исходную формулу приведем  к виду:
п =  
	   Дано:
PV0 = I (т.к. вклад должен увеличиться в 2 раза, т.е. FVn =2PV0);
К = 0,165
	Вычисления:
п =    = 6,06  лет.



Вывод. Через 5,05 лет  вклад увеличится в 2 раза, если банк начисляет 16,5% годовых (простой процент).
Пример 2. Некоторая сумма внесена на депозит в банк под 17 % годовых (сложный  процент). Через какое время вклад увеличится 1,5 раза?
Решение. Воспользуемся формулой (3):  FVn = PV0 (1+ К)п 

	   Дано:
 FVn =1,5PV0
К = 0,17
	Вычисления:
1,5PV0 = PV0 (1+ 0,17)п
1,5PV0 = PV0  1,17п 
1,17п = 1,5PV0 : PV0
1,17п = 1,5
п =   (по определению логарифма)
п =    = 2,6  года



Вывод. Через 2,6 года  вклад увеличится в 1,5 раза, если банк начисляет 17% годовых (сложный процент).
Пример 3. Петров перед выходом на пенсию решил некоторую сумму положить на депозит в банк, который начисляет 1,6% ежемесячно  по простому проценту. Каким должен быть первоначальный капитал, если Петров планирует каждый месяц снимать со счета прибыль в размере  300 рублей?
Решение. Воспользуемся формулой (1):   I = PV0 K п
Т.к. необходимо определить значение  PV0 , то  исходную формулу приведем  к виду:
PV0 =  
Время начисления полной процентной ставки составляет 1 месяц. Значит, если в начале 1-го месяца внесен вклад PV0 , то через месяц  на счете должно быть PV0 + 300. Петров снимает 300 руб. прибыли и на вкладе  остается  опять первоначальный капитал PV0. За 2-й месяц ситуация повторяется, и за каждый последующий месяц тоже. Поэтому достаточно рассмотреть эту ситуацию за 1 месяц )т.е. п = 1).
	   Дано:
I = 300
К = 0,016
п = 1
	Вычисления:
PV0 =   = 18750 руб.



Вывод.  Для того, чтобы ежемесячно снимать прибыль в размере 300 руб. , Петрову необходимо внести на депозит 18750 руб. в банк, который начисляет 1,6% ежемесячно  по простому проценту.
Пример 4. Петров перед выходом на пенсию решил некоторую сумму положить на депозит в банк, который начисляет 1,6% ежемесячно  по сложному проценту. Каким должен быть первоначальный капитал, если Петров планирует каждый месяц снимать со счета прибыль в размере  300 рублей?
Решение. Воспользуемся формулой (1):   FVn = PV0 (1+ К)п  Аналогично предыдущему примеру рассмотрим эту ситуацию за 1 месяц  п = 1.
	Дано:
FVn = PV0 + 300
К = 0,016
п = 1
	Вычисления:
PV0 + 300 = PV0 (1+ 0,016)1 
  PV0 + 300 = PV0  1,016
0,016 PV0 = 300
  PV0 = 300 : 0,016 = 18750 руб.


Вывод. Чтобы ежемесячно снимать прибыль в размере 300 руб. , Петрову необходимо внести на депозит 18750 руб. в банк, который начисляет 1,6% ежемесячно  по сложному проценту. 
Вопрос. Почему при решении примеров 3 и 4 получены равные результаты?

Задания для контрольной работы
В приведенных ниже задачах символ х обозначает последнюю цифру  шифра студента. При решении необходимо вместо этого символа подставить соответствующую цифру и затем решать задачу. Например, если последняя цифра шифра равна 5, то число 7,х будет соответствовать 7,5; число 1х00 будет 1500; число 3,(х + 6) будет 3,11; число (х+ 1),х будет 6,5.
4.2.1 Иванов внес на депозит 3хх00 рублей под 1х,3% годовых (простой процент).  Какая сумм будет начислена, если вклад внесен сроком на 1 месяц,  на 1 квартал, на полгода, на год, на 2 года?
4.2.2. Иванов внес на депозит 2хх00 рублей под ежеквартальную процентную ставку (х + 1),х% (простой процент).  Какая сумм будет начислена, если вклад внесен сроком на 1 месяц,  на 1 квартал, на полгода, на год, на 2 года?
4.2.3. Сидоров внес на депозит 1хх00 рублей под ежемесячную процентную ставку 1,х% (простой процент).  Какая сумм будет начислена, если вклад внесен сроком на 1 месяц,  на 1 квартал, на полгода, на год, на 2 года?
4.2.4. Орлов внес на депозит 3х0х0 рублей под полугодовую процентную ставку 7,х% (простой процент).  Какая сумм будет начислена, если вклад внесен сроком на 1 месяц,  на 1 квартал, на полгода, на год, на 2 года?
4.2.5. Воробьев внес на депозит 1х000 рублей под 1х,3% годовых (сложный процент).  Какая сумм будет начислена через 1 год,  2 года (при условии, что в течение этого срока  прибыль со счета не снималась)?
4.2.6. Воронов внес на депозит 2х000 рублей под ежемесячную процентную ставку 1,2х%  (сложный процент).  Какая сумм будет начислена через 1 год,  2 года (при условии, что в течение этого срока  прибыль со счета не снималась)?
4.2.7. Соколов внес на депозит 3х000 рублей под  ежеквартальную процентную ставку 4,(2+х)% (сложный процент).  Какая сумм будет начислена через 1 квартал,  2 года (при условии, что в течение этого срока  прибыль со счета не снималась)?
4.2.8. Петухов внес на депозит 4х000 рублей под  полугодовую процентную ставку 8,(1+х)% (сложный процент).  Какая сумм будет начислена через полгода,  3 года (при условии, что в течение этого срока  прибыль со счета не снималась)?
4.2.9. Банк начисляет 1х,(х+3)%  годовых (сложный процент). Внесен вклад  в размере 1хх00 рублей. Какая сумма будет начислена через (х+1) лет, если банк производит выплаты: годовые, полугодовые, ежеквартальные, ежемесячные?
4.2.10. Определить приведенную стоимость от будущей суммы 3х000 рублей,  дисконтированную под 1х% годовых сроком на (х+1) лет, если банк начисляет простой  %,.
4.2.11. Определить приведенную стоимость от будущей суммы 2х000 рублей,  дисконтированную под 1х% годовых сроком на (х+1) лет, если банк начисляет сложный  %,.
4.2.12. Банк начисляет 1х,7% годовых (сложный процент). Какую сумму необходимо внести на депозит, чтобы через (х+2) лет будущие выплаты составили 2х000 руб., если выплаты процентов: ежегодные, полугодовые, ежеквартальные, ежемесячные?
4.2.13. Банк начисляет 1х,х% годовых (сложный процент). Какую сумму необходимо внести на депозит, чтобы через (х+1) лет будущие выплаты составили 1х000 руб., если выплаты процентов: ежегодные, полугодовые, ежеквартальные, ежемесячные?
4.2.14 .Фирма вносит арендную плату 5ххх рублей в течение (х+1) лет на счет в банк, который начисляет 9,х% ежегодно  (сложный процент). Определить:
1). суммарную арендную плату, внесенную фирмой  в течение всего срока аренды;
2). будущую стоимость аннуита, если взносы фирма производит в конце каждого года;
4.2.15. Фирма вносит арендную плату 2ххх рублей в течение (х+2) лет на счет в банк, который начисляет 8,х% ежегодно  (сложный процент). Определить:
1). суммарную арендную плату, внесенную фирмой  в течение всего срока аренды;
2). будущую стоимость аннуита, если взносы фирма производит в начале каждого года;
4.2.16. Некоторая сумма внесена на депозит в банк под 1х,(х+2)% годовых (простой  процент). Через какое время вклад увеличится 2 раза (если  х четно) или в 2,5 раза ( х нечетно) ?
4.2.17. Петров перед выходом на пенсию решил некоторую сумму положить на депозит в банк, который начисляет 1,х% ежемесячно  по простому проценту. Каким должен быть первоначальный капитал, если Петров планирует каждый месяц снимать со счета прибыль в размере  3х0 рублей?
4.2.18.  Под какую ежемесячную процентную ставку следует поместить первоначальный капитал, чтобы через 2 года ((если х четно) или через 3 года (если х нечетно) он увеличился в 1,6 раза, если банк начисляет: простой %;   сложный %?
4.2.19.   Лебедев через один год оканчивает школу и намерен получить  образование в одном из институтов. На каждый год обучения ему необходимы 1х000 рублей. Родители согласны  поместить некоторый капитал в банк под 1х,х% годовых (сложный процент), с тем, чтобы  в конце каждого  года снимать со счета прибыль в размере требуемой суммы. Определить величину первоначального капитала.
4.2.20.   Ульянову через год необходимо 1х000. Фирма, в которой он работает, согласна предоставить ему беспроцентную ссуду на 1 год. Ульянов намерен эту ссуду внести на счет сроком на 1 год в банк, который начисляет 8,х% годовых (простой процент), для того, чтобы через 1 год получить ему необходимую сумму, а также вернуть ссуду в фирму. Какую ссуду  ему  должна предоставить фирма?

4.3. Линейное программирование
Задачи с экономическим содержанием
Здесь рассматриваются задачи оптимизации на определение наиболее выгодного решения. В основе решения приведенных ниже задач лежит построение математической модели реальной экономической ситуации.
Пример 1. В городе А товар стоит 125 руб. за 1 штуку. В городе В этот товар стоит 200 руб. за 1 штуку. Перевозки партии товара в город С составят: из города А  - 5000 руб., из города В – 500 рублей.
1). Какие партии товара (количество штук) из какого города выгоднее для реализации в городе С?
2). Определить ожидаемую прибыль от реализации в городе С партии товара 1000 штук, если цена реализации в 1, 8 раза больше цены закупки и фонд заработной платы должен составлять 12% от объема реализации. Условие задачи можно изобразить схематично, как это показано на схеме:
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Решение:
1)  Составить уравнения, описывающие зависимость величины затрат от партии товара.
Введем обозначения, у – затраты (руб.), х – партия товара (шт.). Тогда, т.к. затраты складываются из затрат на закурку партии товара и затрат на оплату перевозок,  получим уравнения:
товар из города А :    у = 125х + 5000          (a)

товар из города В :    у = 200х + 500            (b)
2).  Составить из полученных уравнений систему уравнений и решить ее. При решении системы уравнений;



получено решение: х = 60,   у = 12500.
3).  Построить график.
Известно, что графиком линейной функции является прямая линия. При графическом решении системы линейных уравнений в прямоугольной системе координат получим изображение двух прямых, причем решением системы уравнений будет являться точкой пересечения этих прямых.
Для построения прямой достаточно определить координаты двух точек. Но, т.к. точка пересечения уже является точкой,  принадлежащая двум прямым, то достаточно будет определить еще  координаты одной точки  для каждой из прямых. Удобно  взять точки, абсциссы которых равны 0, т.е.  х = 0.
Тогда, для построения  прямой (a) известны координаты двух точек:  Р(50, 12500) и А(0; 5000. Для построения  прямой (b) известны координаты двух точек:  Р(50, 12500) и В0; 500.
При построении графика допускается брать разный масштаб по осям абсцисс и ординат. Также допускается делать обрыв координатных осей.
На оси абсцисс Ох отмечаем партию товара х в штуках, на оси ординат Оу отмечаем затраты  у в рублях. Т.к. все точки, которые необходимо построить, не имеют отрицательных координат, то нет необходимости использования всей координатной плоскости.. В данном случае достаточно использовать для построения первую четверть координатной плоскости.
График изображен на рис. 13.
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4).  Выбрать оптимальное решение.
При ответе на первый вопрос задачи нужно определиться с тем, какое решение считать оптимальным. Естественно, что более выгодным решением  для данной ситуации будет то решение, которое обеспечит минимальные затраты при реализации определенной партии товара. Для этого необходимо проанализировать полученный чертеж.
Очевидно, что для некоторого фиксированного значения х из интервала от 0 до 60 затраты будут минимальными, если товар доставляется из города А, т.к. величина соответствующего  данному  х значения у для прямой (a) меньше соответствующего значения у для прямой (b). А для х из интервала от 0 до +  затраты будут минимальными, если товар доставляется из города В, т.к. величина соответствующего  данному  х значения у для прямой (b) меньше соответствующего значения у для прямой (a).Также необходимо обратить на тот факт, что при х =60 прямые пересекаются, т.е. при этом значении затраты одинаковы.
Вывод. Для реализации в городе С партию товара менее 60 штук выгоднее везти из города А, а партию более 60 штук из города В. Партию товара 60 штук одинаково выгодно из этих городов.
5).  Определить ожидаемую прибыль от реализации в городе С партии товара 1000 штук, если цена реализации в 1, 8 раза больше цены закупки и фонд заработной платы должен составлять 12? От объема реализации.
Прибыль определяется по формуле:
П = ОР – (МЗ + ФЗП),
где П  - прибыль;
 ОР – (объем реализации (сумма, на которую будет реализован товар)4
МЗ – материальные затраты;
 ФЗП),- фонд заработной платы.
При решении необходимо учесть, из какого города выгоднее везти партию товара 1000 штук. В данном случае 1000 шт. выгоднее везти  из города А. Значит, закупочная цена товара  составит 125 руб. за штуку, а затраты на перевозки будут равны 5000 рублей.
Т.к. партия товара 1000 штук будет закуплена по цене 125 руб. за 1 штуку, а цена реализации в 1,8 раз больше закупочной цены, то
ОР = 1000   125   1,8 = 225000 руб.
Т.к. материальные затраты складываются из затрат на закупку партии товара и затрат на осуществление перевозки, то
МЗ = 1000   125  +  5000 = 130000 руб.
Фонд заработной платы. Должен составлять 12?  От объема реализации, то 
ФЗП  =  225000   0,12 = 27000 руб.
Тогда ожидаемая прибыль составит:
П = 225000 – (130000 + 27000) = 68000 руб.

Задания для контрольной работы
В приведенных ниже задачах символ х обозначает последнюю цифру  шифра студента. При решении необходимо вместо этого символа подставить соответствующую цифру и затем решать задачу. Например, если последняя цифра шифра равна 5, то число 7,х будет соответствовать 7,5; число 1х00 будет 1500; число 3,(х + 6) будет 3,11; число (х+ 1),х будет 6,5.
4.3.1.  В городе А товар стоит 2х0 руб. за 1 штуку. В городе В этот товар стоит 3х0 руб. за 1 штуку. Перевозки партии товара в город С составят: из города А  - 8х00 руб., из города В – 5х0 рублей.
1). Какие партии товара (количество штук) из какого города выгоднее для реализации в городе С?
2). Определить ожидаемую прибыль от реализации в городе С партии товара 1х00 штук, если цена реализации в 1,7х раза больше цены закупки и фонд заработной платы должен составлять 1х% от объема реализации.
4.3.2.  В городе А товар стоит 12х руб. за 1 штуку. В городе В этот товар стоит 2х0 руб. за 1 штуку. Перевозки партии товара в город С составят: из города А  - 8х0 руб., из города В – 5х00 рублей.
1). Какие партии товара (количество штук) из какого города выгоднее для реализации в городе С?
2). Определить ожидаемую прибыль от реализации в городе С партии товара 2х00 штук, если цена реализации в 1,9х раза больше цены закупки и фонд заработной платы должен составлять 1х% от объема реализации.
4.3.3.  В городе А товар стоит 1х0 руб. за 1 штуку. В городе В этот товар стоит 2х0 руб. за 1 штуку, в городе С – 150 рублей.. Перевозки партии товара в город Д составят: из города А  - 5х00 руб., из города В – 7х0 рублей, из города С- 3х00 рублей.
1). Какие партии товара (количество штук) из какого города выгоднее для реализации в городе Д?
2). Определить ожидаемую прибыль от реализации в городе Д партии товара 3х00 штук, если цена реализации в 1,6х раза больше цены закупки и фонд заработной платы должен составлять 1х% от объема реализации 
4.3.4.  В городе А товар стоит 1х0 руб. за 1 штуку. В городе В этот товар стоит 2х0 руб. за 1 штуку, в городе С – 150 рублей.. Перевозки партии товара в город Д составят: из города А  - 5х00 руб., из города В – 7х0 рублей, из города С- 3х00 рублей.
1). Какие партии товара (количество штук) из какого города выгоднее для реализации в городе Д?
2). Определить ожидаемую прибыль от реализации в городе Д партии товара 15х0 штук, если цена реализации в 1,9х раза больше цены закупки и фонд заработной платы должен составлять (х + 3)% от объема реализации 
4.3.5.  В городе А товар стоит 1х0 руб. за 1 штуку. В городе В этот товар стоит 2х0 руб. за 1 штуку, в городе С – 150 рублей.. Перевозки партии товара в город Д составят: из города А  - 5х0 руб., из города В – 7х0 рублей, из города С- 3х00 рублей.
1). Какие партии товара (количество штук) из какого города выгоднее для реализации в городе Д?
2). Определить ожидаемую прибыль от реализации в городе Д партии товара 25х0 штук, если цена реализации в 1,75х раза больше цены закупки и фонд заработной платы должен составлять (х + 5)% от объема реализации. 
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JIEXHUT HIDKE KacaTelbHOM, MPOBENeHHOH B M0OOH €€ TOUKE Ha MPOMEKYTKE
b < x < ¢. Kpusas obpaiieHa BbITyKJIOCTbIO BHU3 WIH BOTHYTa, €CIIM OHa Jie-
JKUT BbIIE KacaTebHOH IMPOBEACHHOM B 1000 €€ TouKe.

Toukoit neperuba HeNmpepsIBHOM KPHBOW Ha3bIBaeTCs TOYKa A, NpH mepe-
XOZie Yepe3 KOTOPYIO KpUBasi MEHsET CBOIO BOTHYTOCTh Ha BBIMYKJIOCTh HJIM Ha-
o6opot (cM. puc. 2).

A

[ TR S U U RISy g

>
X

=)
(=}
(o it S SRR

Puc. 2.

Jlocmamounoe ycnosue evinykrocmu Kpusoii. T'paduk nuddepeHumpye-
Mol dyHKumH y=/f(X) ABIAETCS BBIUTYKJIbIM HA MHTEpBaJe X, €CIH LI KaX10-
roxeX: f"(x)<0.'paduk nudpdepenumpyemoit dyuxmnu y=/(x) spsercs
BOTHYTHIM Ha HHTepBae X, ecnu ais kaxaoro x€X : f"(x)>0.

Touku, B kotopeix f"(x)=0, f'(x)=c0 wm f"(x) He cymectsyer,
Ha3bIBAIOTCA KpHTHYeCKUMH Toukam 11 poaa. Eciu npu nepexoe 4epes KpuTu-
yeckyio Touky II pona x, BTopas npoussoaHas dyHkuun f(X) Meuser 3Hax,
TO Xo — abcuycca Touku meperu6a. OpauHaTa TOukH meperuda pasHa f(Xp).
Touka A (x¢; f(xq)) sBasercs Toukoit nepernda rpapuka dpyukumn y=£(x).
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Jins Gonbluelf HarIAXHOCTH MOXKHO COCTaBHTH ClIEMYIOIHe TAOMHLBI IO
MPEACTaBICHHOMY rpa¢uky GpyHKI#H (CM. puc. 3).
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1. Haiitu 06nacTs onpeneneHus QyHKIHY;

2. Onpenenuts YETHOCTh, HEYETHOCTh (QYHKINH;

3. Omnpenenuts NEPUOAUIHOCTD (HYHKIHH;

4. Haiiti Toyku nepecedeHus rpaduka GyHKIUN C OCSIMH KOOPAHHAT; -
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uccnenosaHus. Ecny MX OKaxeTcs HEIOCTATOYHO, TO CIEAyeT HalTH
€Il HECKOJIbKO TOUEK rpaduka QyHKLMH, HCXOJA W3 €€ ypaBHEHHS.

PaccMOTpHM MOHATHS YETHOCTH, HEYETHOCTH Y MEPHOAMYHOCTH (DYHKIMH.

®Oyukuus y=f(x) HazpiBaeTCs YETHOH, eciM WA BceX X U3 06i1acTu onpe-

JEeNIeHHs BEPHO PABEHCTBO
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A= x) = f(x).
Eciu xe f(—x)=-f(x), To GyHkuus sasnsercs nedeTHoi. Ecin 311 ycno-
BUS HE BBIMOJHAIOTCS, TO QYHKLMS HE ABIIACTCSA HU YETHOH , HM HEYETHOM.
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YA y v/

y=x? !
i A y=x+5

,‘
AN
o
i 4

el §

Puc. 4.

I'paduky 4eTHBIX (GYHKUMA CHMMETPHYHBI OTHOCHTENBHO OCH OpJMHAT.
I'paduku HeueTHBIX QYHKUHH CHMMETPHYHBI OTHOCUTENBHO Hayana KOOpAHHAT
Toukn 0 (0; 0). DT CBOMCTBA 3HAYUTENILHO YNPOIIAIOT MOCTPOEHHE rpaduKoB
YETHBIX H HEUETHBIX (QyHKUHIA.

@Oyukuus y=f(x) Ha3piBaeTCs NEPHOMMYECKOHN, €CIIH CYILECTBYET YHCIIO
T#0, Takoe, 4TO 1A BCEX X U3 0GNIACTH ONpe/ie/ieHHs BEPHO PaBEHCTBO:

f(x+T)=f(x).
[pumepamu nepHOAHYECKHX (YHKIMHA ABIAIOTCA TPUIOHOMETPHUYECKUE
byrKkHM.
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SimEeTCH TOUKOH MHUHMMYMa.
6. Haxonum HaNPaBRJIEHHME BLINMYIJIOCTH M TOYKH neperu6a rpaduxa dyHmmm.

Jist TOro ONpEenesINM BTOPYIO NMPOMIBOAHYIO ¢yHKkimu. Tak Kak

LD =x3—x2 —2x,
o
ST =(x3 —x?2 —2x) =3x2 —2x—-2.

3aTem NPMpaBHAEM BTOPYIO NPOMSBOAMYIO K HYJIO M ONPEASHMM KPHUTHHE-

cxme Touxwu I poaa:
ST(x)=0

3x2 —2x—-2=0

=122

~0.55

Takum 0GpasoM, HONYUEHO ABE KpuTHIeckue Touxu 11 pora:
x=—055ux~— 122

DTH TOUKH Pa3GHUBAIOT YHMCAOBYIO NPAMYIO Ha TPH MHTepBana (puc. 6):

—e= —0.55 1,22 N
Puc. 6.
Jlanee MPOBOMMM MCCIIEAOBAHME 3HAKA BTOPOH MPOMIBONHON TAKMM e OG-
Pa3soM, KaK M B MPEABIULYIIEM MYHKTE M aHATH3MPYEM MOIYHEHHBIC JaHHbIe.
DTH PesyABTATE TOXE YAOGHO ODOPMMTE B BHIE TaG MBI

x L) RACS)
(— == —0,55) =0 mormyTa
DS o nepern6
(— 0.55; 1.22) <o Brinyxna
x=1.22 o nepernt
(1,22 +2) >0 mormyTa
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6. Tloctponm rpaduk $pyHKUHH

y(x) =%x4 —%x:’ L

Jins 5T0rO ONpenenuM 3HaueHne GyHKLUMHM B TOUKAX IKCTPEMYMA M TOUKAX

neperu6a.
Touka MHHHMYMa: x=-1 y =058
TOUKa mepernGa: x=-055 y=078
TOYKa MaKCHMyMa: x=0; y=1
To4Ka neperu6a: x=122;, y=-055
TOUKa MUHHMYMa: x=2; y=-167.

Ot™eTHM TOTyYEHHBIC TOYKH B CHCTEME KOOPAMHAT ¥ COEAMHUM HX ILUIaB-

HO#t KpUBOIA (cM. puc. 7)

122

sl il
y(X)—4x A

3

2

+1

el

Puc. 7.

Tlpu noctpoennu rpaduka aonyckaercs nenath oOpbiBbl U GpaTh pasiuy-

Hellt MaciuTab mo ocsimM aGCLMCC ¥ OPAMHAT.
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3apauue 15 Kol
Hceneniosath GyHKUMIO H OCTPO!

21 J(x)= - |
22. y(x)=3%
23. yx)= x
24. y(x)= x4
25. yx)=-x

26.  Yx)= 2x

27 ) =
Y =x*
29. yx)= 2x

. 2.8,

2.10. y(x)= x4

Tpy pewenny 3anauu 2.2 onpened

. Pazzen 3. Muterp

3.1. Heonpeaea

CTy/eHT 10/KeH 3HATD:

Sosd CHMBOJIMKY U ONpeJeeHHE §

—  CBOWMCTBA HEOMNpENENeHHOrD.

—  MEeTONBl HHTErpupoBaHus |
! TI0 YacTAM, BBE/ICHHE HOBOM

yMeTh:

—  BBIYHCJIATH HEONpeeeH b

MeTtoauyec

Ilonsmue HeonpedenenHo2o us
NeHCTBHE, C MOMOLIBIO KOTOPOrO OMpe
BHe o6patHoe aHQdepeHIMpoBaHIIO, &
1L 110 €€ MPOM3BOJHOM, Ha3bIBAETCSH HH

! Hanpumep, ecnn F'(x) =3x7, 10
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3.2. OnpeneieHHbli HHTErpan

CTYHEHT J0JI)KeH MMETh TIpeACTABICHHE:

— 0 TaGNUYHBIX MHTETpANax;

— O BBIYHCJIEHMH F€OMETPHYECKHX, MEXaHHYECKHX, (H3MYECKHX Be-
JIMYHH C MOMONIBIO HHTErPAIbHOTO HCUHCIICHHS;

3HATB:

—  CHMBOJHKY H ONpe/ie/leHHe ONpeAeeHHOro HHTerpaa;

—  CBOWCTBA ONpE/eNeHHOTO HHTErpaa;

—  MeTO/BI BHIYKCIICHHS ONPe/Ie]IeHHOr0 HHTerpana;

yMeTh:

—  BBIYHCJIATH OTpPEeCHHbIE HHTErPAIbI;

~  pemlaTh HeCOKHbIE 3aJaYN HAa NPHMEHEHHE ONpPENeIeHHOTO HHTe-
rpana.

MeToauyeckne yKasaHus

TloHsTHE ONpeeNeHHOro HHTerpana
TMycts ynxuns f(x) onpenenena Ha oTpeske @ < x < b. Pa3o6bem atoT
OTPE30K Ha 11 YacTell TOUKAMH @ = Xg < X; <...< Xpj < Xi... <X, = b (cM. pHc. 8)

y
|
A
sl
A
0 a=xnl .Xiqﬁixi : x=b 23
Puc. 8

Ha KaX/I0M K3 TONTy4eHHBIX OTPE3KOB BO3bMEM IPOU3BOIBHYIO TOUKY & M
COCTaBHM CYMMY:
FUE A+ A (& )AXi+...+f (& )Axy, Tre Ax; = X;— X; 1.
Ota cyMMa Ha3bIBa€TCH MHTETpaIbHON CyMMOM yHKimH f(X) Ha oTpeske
as<x<bh.
TeoMeTpudeCcKH MHTErpalbHas CyMMa paBHa ILIOIIANH «CTyrNeH4aTol (u-
TypbI», W306paxkeHHO# Ha pHC. 8.
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[xPax =/‘ =—-(#-3)=12-.
= 3 : 3 3
Ilpunoscenus onpedenennozo unmezpana. OnpeneneHHbIi MHTErpan Ha-
XOJIUT LIMPOKOE MPUMEHEHHE TS BBIYHCIICHHS PAa3IHYHBIX FeOMETPHYECKUX U (u-
3MYECKHX BETHIMH. B 4acTHOCTH, JUTs OTpeieNieHHs TUiomanei IiockuX Guryp.

TIpumep. BoruCIHTE TUIOIMIAL DHIYPBI, OTPaHHYEHHO# rpaduKoM (QyHK-

M y =L , OCBIO abcupce | NpsMBIME X = 2; X = 3 (cM. puc. 9).
x

o
(7 O G
N

3 X
Puc. 9.

3 3
§=[Ldx=n)x| [ =in3-m2=11-07=04x0. ex
2% 2

TIpumep. Boeraucauts 1iomank GUrypsl, OrpaHuueHHOM rpadpukoM QyHK-
wHy = x°, ocblo abeuuce i npaMbIME X = — 2; x = ] (cm. prc. 10)

: L T
S= J‘x2¢x= = =—4-=Z=3kmen
o Al g e s
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=1

I
”

Puc. 10.
npumey. BBIHCINTE TUIOMaAb GUIYPhI, OrpaHHIEHHOH rpaduKkoM yHK-
K y = —x°; ocsto abeuuce u npameiMa x = 0; x = I (cm. puc. 11)

¥

=_x2

Puc. 11. Puc. 12.
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o =

Tax Kak QyRKUMA Y = — o OTpHIE
ZieT OTpHuaTebHbIM. [To3TOMy nocTpa
Ora QyHKIMA CHMMETpHYHA C IaHHOH
Jlerxo BuAETH, 4TO MUIOMIANH 3ALITPHXO

1 X3l
S=J'x2dx=~‘
0 3 [

OBo6wIM 3TOT crI0co6 onpenenes
Ecnn pynkmms y=f(x) oTpuuan
ObI HaliTH TUIOMmAL QUTYpBI, OrpaHiHe]

x = b, rne a, b € X, HyxHo BhuHCTHTS

Ero 3nayenue GynieT paHO muioma
Tpumep. Boruuciuth mwiomans @
mMA Yy = x , OCBIO aBCLIMCC M MPAMBIME
QyHKUMA Y = X OTpHLATE/bHA
Ha unTepBane (0; +co). Ilostomy otpe
pastuTh Ha 1Ba oTpeska — / <x <0 u|
manp ¢purypsr S 6yner npenmmm;
S=

Tax Kak pyHKuus y = % oTp!

0 o o
S =J'—x3dx=-<i
1 41
- -1
Tak Kak QyHKuus y = % meo

S, =}—x3dx=—
0

Taxkum 00pa3som, nomyyaem

S=5+8=
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Puc. 10.
Tpumep. Berauciuts miomans GUIypbl, OrpaHHYeHHON rpadukoM dyHK-
Ky = —Xx°; oceto abeunce u npambiMa x = 0; x = I (cm. puc. 11)
%

gt

Puc. 11.

Puc. 12.

o =

Tak Kak QyHKumA y = — ot oTpHI
ZeT OTpHuaTeNbHbIM. [103TOMY nocTpa
Ora QyHKIMA CUMMETPHYHA C JaHHOR
Jlerko BMIETS, YTO IUIOMIA/HM 3AWTPHXA

1 x3l
S=Ixzdx=<‘
0 3 [}

06061IM 3T0T c10co6 onpeenes
Ecmm pynkmns y=f(x) oTpruuan
6b1 HaliTH IUIOMaNL QUIYphI, OrpaHIye]

x =b,rne a, b € X, HyxHo BeruncnTs

Ero 3navenne GyneT paBHO uiomal
TMpumep. Boraucauts miomans &
muy = ¥ , OCBIO aGCLIUCC M MPAMBIME,
QyHKUMA Y = % OTpHLATENbHA Bl
Ha untepBaie (0; +co). [TosTomy otpe
pa3buTs Ha 1Ba otpeska — ] <x <0 ul
waas Guryper S GyaeT npeacTaBasTs ce

s=3

Tak kak QyHkums y = X oTp!

0 o 0
8= [-xPdx=-
! 4

= =

Tak Kak pyHKums y = X Heo

S, =-2[—x3dx =—
0

Taxum 006pa3om, nomydaem

S=5+8=
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Ilpumep 1. B ropone A tosap crour 125 py6neii 3a 1 wryky. B ropone B
9TOT TOBap cTouT 200 py6neii 3a 1 wryky. ITepeBo3kn napTun ‘ToBapa B ropoxn C'
COCTaBAT: U3 ropona 4 — 5000 py6iei, a u3 roposa B — 500 py6ueii.

1) Kakue maptun toBapa (KONHYECTBO IITYK) M3 KaKOro ropoja BbITOMIHEe
JUIsl peanu3auuu B ropoae C?

2) Onpenenuts 0XHAAEMYIO NPHGBUTS OT peanuszaunn B ropoge C napTuu
Tosapa 1000 wryx, ecnu ueHa peanusauny B 1,8 pasa Goiblue LEHEI 3a-
Kynky ¥ QOHA 3apaGOTHOI IUIaThl A0JKEH COCTaBUTh 12% OT 06bema pea-
JIH3ALMH.

VCiloBHe 3anauM MOXHO H30GPA3UTh CXEMATHUHO, KAK 3TO NMOKA3aHO Ha

e r.A(125py6/ur) . B (200 py6/ur)
e
5%
r.C
Pemenne:

1) CocrasuTs ypaBHeHUS, ONHCHBAIOUIME 3aBHCHMOCTS BEHUHHBI 3ATPAT OT
NapTHH TOBapa.
Bsenem o6osnauenns: y — satpatst (py6), x — naprus ToBapa (wr). Toraa,
TaK Kak 3aTpaThbl CKNaABIBAIOTCA U3 3aTPAT Ha 3aKyNKy NapTHH TOBapa 3aTpar
Ha OIUIaTy MePEeBO3O0K, NOJIY4HM yPaBHEHHUS: .

TOBap 3 ropoga A: y=125x + 5000 (a)
TOBap u3 roposa B:  y =200x + 500 ()

2)  CocTaBHTS U3 ONYHEHHBIX YPABHEHHI CHCTEMY yPaBHSHMUIH 1 PELINTS ee.
TIpH peleHH: CHCTEMBI ypaBHEHHii:

y =125-x+5000
y =200-x+500
ToNMyHeHo pewenue: x = 60, y = 12500.
3) Ioctponts rpaduk.

H3sectHo, uTo rpadukom nuuetiHON OYHKUMM ABJISETCH MpAMas JHHHS.
Ilpu rpaduueckoM peIeHUn CHCTEMbI JIHHEHHBIX YPaBHEHHH B NPAMOYroIbHOM
CHCTEME KOOPIHHAT MOJyYHM H300paXeHHE NBYX NpAMbIX, MPUYEM pelleHHe
CHCTEMEBI ypaBHEHHIi GyeT ABAATHCS TOYKOMH NepeceueH s 3THX MPAMBIX.

Jloui nocTpoenys MpAMOM 0CTATOYHO ONPENENHTS KOOPAMHATEI ABYX TO-
uek. Ho, Tak kak To4Ka nepeceyeHus yxe SBISETCA TOMKOM, NpHHaLIexKameil
06euM NpSAMBIM, TO I0CTaTOYHO Gymer ONpeZeNnTh €lle KOOPAHHATHI OJHOM
TOUKH JUIsl KXKAOH M3 PAMBIX. V106Hee B3ATH TOUKH, aGCLHUCCEI KOTOPBIX PaB-
HbI 0, TO ecTh x = 0.

68

Toraa, I NOCTPOCHHS MPAMOR & #X
P(60, 12 500) u A(0, 5 000). M 11s nocTpos
OpJIMHATBI IBYX TOYEK: P(60, 12500) u B(0. 5

TIpu NOCTPOEHUH rpaduka AOMyCEasTe!
aGcumce n opauHat. Takoke AOMyCKaeTes 23

Ha ocu abcupnce Ox oT™MedaeM naprisa
nat Oy OTMeuaeM 3aTpaThl y B pyGnsx. Tax
MO MOCTPOMTb, HE MMEIOT OTPHUATENEHEX |
MCMONB30BaHUsA BCel KOOPAMHATHOH Mmaocsy
HCIOMB30BaTh U MOCTPOCHHS MEPBYIO 9T

T'paduk mo6pax}([eﬂ Ha puc. 13.

Sarparut j
©y5)

12500

4) BpIGpaTh ONTHMATHHOE PEILICHHE.
TIpu OTBETE Ha MEpPBbIH BOMPOC 3a%
pellleHHe CYMTATh ONTHMATbHBIM. EcTes
eM s JaHHOM cuTyaumu GyzeT TO pé
MasbHble 3aTpaThi NPH PeaTH3aliy ony
He0GX0AMMO TPOAHATH3UPOBATE NOAYS
HeTpyaHO BHIET, HTO /IS HEXOT
nuTepsana ot 0 10 60 3aTparsi OyayT |
M3 ropofia A4, TaK KaK BeIMYHHA COOTEE
NPAMO#t @ MeHbIE COOTBETCTBYIOWETS
uHTepBasia OT 60 10 + o 3aTparTsl (371
B, TaK Kak BEJIMYHHA COOTBETCTBYMOmE
MeHbIlE COOTBETCTBYIONIETO 3HASCHIS
BHUMaHHE Ha TOT (aKT, 4TO NMpH * =
3TOM 3HAYEHUH 3aTPAThl OIHHAKOBSL.





image50.jpeg
‘OuT 125 py6neit 3a 1 wryky. B ropoze B
¢xy. [epeBosku naptin Toapa B ropo C
2 u3 ropoza B - 500 py6ieit.

TBO INTYK) U3 KaKoro ropojia BhITORHEe

b OT peanusaumy B ropoge C mapTuu
;anmsaumy B 1,8 pasa Gonbuie uensr 3a-
JOMKeEH COCTABHTH 12% OT 06beMa pea-

#Tb CXEMATHYHO, Kak 3TO MOKA3aHO Ha
r. B (200 py6/wr)

&
&

<

"

1€ 3aBHCHMOCTD BEJTHYHHBI 3arpar ot

(py0), x — maprus Tosapa (wr). Torza,
IT Ha 3aKyIKy TIapTHH TOBapa M 3aTpaT
= .

=125x+ 5000 (a)

=200:+500 (b

5 CHCTEMY YPaBHEHHIT  PELIuTS ee.

+5000
500

OYHKUHH ABIACTCA NPAMAR JHHHS.
EHEBIX YPaBHEHHIT B [IPAMOYTONLHOM
BE 3BYX TPAMBIX, PHYEM pellieHHe
{# MEpECeYeHHs ITHX NPAMBIX.
| OMPENENKTH KOOPIMHATHI ABYX TO-
SEARCTCA TOYKOH, NpHHAIeKawei
DERSAWTH €lle KOOPIMHATHI OfIHO
T8 TO4KH, 20CLHCChI KOTOPBIX PaB-

Torga, 1% MOCTPOEHNHS MPAMON @ W3BECTHbI KOOPAHHATBI JBYX TOHEK:
P(60, 12 500) 1 A(0, 5 000). M 11 MOCTpOEHHS MPAMOIE b TOXKe M3BECTHBI KO-
opanHathl AByx Touek: P(60, 12500) u B(0, 500).

Tlpw nocTpoekH rpaduka nomyckaeres 6path paskbiit MacmTab 1o ocsimM
aGeimce n opmunat. Takke 0MYCKAeTCs f1eNaTh OGPbIB KOOPMHATHEIX OCEH.

Ha ocu abeuuce Ox 0TMeyaeM TapTHIO TOBapa X B IITYKaX, HA OCH OpAH-
Hat Oy oTMevaem 3aTpathl y B pyGuuix. Tak Kak BCe TOUKH, KOTOPhIC HeobXou-
MO TIOCTPOHTb, He HMEIOT OTPHLATENbHBIX KOOPAHHAT, TO HET HEOOXOMMOCTH
HCTIOB30BaHNs BCel KOOPAMHATHOI II0CKOCTH. B 1aHHOM Cliyuae A0CTATO4HO
HCTONB30BATH JUIA [IOCTPOEHNS epBYIO YETBEPTh KOOPAMHATHO MIOCKOCTH.

T'paduk n3oOpasken Ha puc. 13.
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Puc. 13.

4) BhbiGpaTh ONTUMATBHOE PELICHHE.

TIpw OTBETe Ha NepBBIii BONPOC 3a1a4H HYKHO ONPENENATLCA C TeM, Kakoe
pellieHHe CUHTATh ONTHMATbHBIM. ECTECTBEHHO, UTO Go/iee BITOAHbIM PELIeHH-
em 15 JauHol cuTyauun GyZeT TO pelieHHe, KOTOpoe 00ecriedHBacT MHHH-
MalbHbIE 3aTPaThl PH PETH3ALMHA ONPE/IEICHHOM NapTHH TOBApa. Jins aTOTO
Heo6X0IUMO NPOAHANIH3HPOBATH MOMYYeHHBIH YePTeX.

HeTpy/IHO BHAETB, YTO /Ulsi HEKOTOPOrO (UKCHPOBAHHOTO SHAYCHHA X W3
ynTepBana ot 0 1o 60 3aTpaTel GYIyT MHHHMA/ILHEI, €CI TOBAp A0CTABIACTCA
13 ropofia A, TaK Kak BE/THUHHA COOTBETCTBYIOLIETO AHHOMY X 3HAUCHUA y 1A
psMOii @ MeHbIE COOTBETCTBYIOUIErO 3HAYCHHA y 1A npamoii b. A and x 13
uHTepBana oT 60 10 + co 3aTpathl GyAyT MHHHMAbHbI, EC/TH TOBAP 3 ropoaa
B, Tak Kak BETHYMHA COOTBETCTBYIOLIETO IRHHOMY X 3HAUCHMA Y AUIA IPAMOH b
MeHbILE COOTBETCTBYIOIIETO 3HAYEHHs y s IpsMoli a. Takke Hazio 06paTHTh
BHMMaHHE Ha TOT (akT, 4T NpH x = 60 MpsMbIe MEPECEKAIOTCS, TO ECTh MPH
3TOM 3HauYeHUH 3aTPATI OIMHAKOBbI.





